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Capitulo 1

Medidas Invariantes e
Recorréncia

A Teoria Ergddica estuda o comportamento de sistemas dinamicos relativamente
a medidas que permanecem invariantes sob a acao da dinamica. Mais precisa-
mente, busca-se descrever as propriedades que sao validas para quase toda a
trajetoria do sistema, relativamente a medida invariante. Comegaremos, na
Secao 1.1, por definir estas nogoes de sistema dinamico e de medida invariante.

As raizes da teoria remontam a primeira metade do século 19. De fato,
em 1838 o matemdtico francés Joseph Liouville observou que todo sistema da
Mecéanica Newtoniana (com conservacao da energia) admite uma medida inva-
riante natural no seu espago de configuragoes. Além disso, em 1845 o grande
matematico e fisico alemao Carl Friedrich Gauss observou que uma certa trans-
formacao no intervalo que tem um papel importante na Teoria dos Numeros
admite uma medida invariante que é equivalente a medida de Lebesgue. Estes
sao dois dos exemplos de aplicagao da Teoria Ergddica que apresentaremos na
Secao 1.3. Muitos outros surgirao ao longo deste livro.

O primeiro resultado importante foi devido ao grande matematico francés
Henri Poincaré, ao final do século 19. Ele estava especialmente interessado no
movimento dos corpos celestes, tais como planetas e cometas, o qual é descrito
por certas equagoes diferenciais que resultam da Lei da Gravitagao de Newton.
A partir da observacdo de Liouville, Poincaré mostrou que para quase todo
estado inicial do sistema, ou seja, quase todo valor das posigoes e velocidades
iniciais, a solugao da equagao diferencial regressa arbitrariamente perto desse
estado inicial, a menos que va para infinito. Mais ainda, ele apontou que essa
propriedade de recorréncia nao é exclusiva dos sistemas da Mecanica Celeste:
ela vale sempre que o sistema admite uma medida invariante. Este serd o tema
da Secao 1.2.

Ele reaparecerd na Segao 1.4 num contexto mais elaborado: consideramos um
numero finito de sistemas dindmicos que comutam entre si e buscamos retornos
simultaneos das 6rbitas de todos esses sistemas a vizinhanca do estado inicial.
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Este tipo de resultado tem importantes aplicagoes em Combinatoria e Teoria
dos Nimeros, como veremos mais tarde.

A ideia de recorréncia também estd por tras das construgoes que sdo conhe-
cidas como transformacoes induzidas. A ideia bésica é fixar um subconjunto do
dominio com medida positiva e considerar o primeiro retorno a esse conjunto.
Frequentemente, essa transformagao de primeiro retorno é mais facil de anali-
sar e, por outro lado, ela pode ser usada para entender o comportamento da
transformacao original.

1.1 Medidas invariantes

Seja (M, B, u) um espago de medida e seja f : M — M uma transformagao
mensuravel. Dizemos que a medida y é invariante por f se

w(E) = u(f~H(E)) para todo conjunto mensuravel E C M. (1.1.1)

Nesse caso também dizemos que f preserva p. Note que a definicao (1.1.1)
faz sentido, uma vez que a pré-imagem de um conjunto mensuravel por uma
transformagao mensuravel ainda é um conjunto mensuravel. Heuristicamente,
ela significa que a probabilidade de um ponto estar num dado conjunto é igual
a probabilidade de que a sua imagem esteja nesse conjunto.

E possivel, e conveniente, estender esta definicao a outros tipos de sistemas
dinamicos além das transformagoes. Estamos especialmente interessados em
fluzos, ou seja, familias de transformacoes f¢ : M — M, onde t € R, satisfazendo
as seguintes condicoes:

O =id e f5*t' = f*o f! para todo s,t € R. (1.1.2)

Isto também implica que toda a transformacdo f! é invertivel e a sua inversa
¢ f~t. Fluxos aparecem naturalmente associados a equacoes diferenciais do
tipo 7/(t) = X (y(t)), onde X é um campo de vetores, do seguinte modo: sob
condigoes adequadas sobre X, para cada ponto z existe uma tunica solugao
t — 7.(t) da equagao que satisfaz v,(0) = z; entdao f'(z) = ~,(t) define um
fluxo no dominio M da equacao diferencial.

Dizemos que uma medida u é invariante pelo fluxo (f*); se ela é invariante
por cada uma das transformacdes f*, ou seja, se

w(E) = u(f *(F)) para todo mensurdvel E C M e todot € R.  (1.1.3)

Proposigao 1.1.1. Sejam f : M — M wuma transformagiao mensurdvel e p
uma medida em M. Entao f preserva u se, e somente se,

/¢du: /¢ofdu (1.1.4)

para toda funcdao p-integravel ¢ : M — R.
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Demonstra¢do. Suponhamos que a medida p é invariante. Vamos mostrar que
a relagao (1.1.4) é vélida para classes de fungoes sucessivamente mais amplas.
Inicialmente, observe que por hipétese u(B) = p(f~1(B)) para todo conjunto
mensuravel B. Como,

/ Xpdu=u(B) e p(f(B) = / (Xp o f)dp,

isto mostra que (1.1.4) é vélida para as fungdes caracteristicas. Entdo, por
linearidade da integral, (1.1.4) é valida para fungoes simples. Em seguida, vamos
usar um argumento de aproximagio para concluir que (1.1.4) vale para toda
funcao integravel. Dada qualquer funcao integravel ¢ : M — R, considere uma
sequéncia (s, ), de fungdes simples convergindo para ¢ e tal que |s,| < |¢| para
todo n. Tal sequéncia existe, pela Proposicao A.1.33. Entao, usando o teorema
da convergéncia dominada (Teorema A.2.11) duas vezes:

/gbduzliin/snduzlivrln/(snof)dﬂ:/(d)of)d,u.

Isto mostra que (1.1.4) vale para toda fungao integravel se p é invariante. A
reciproca também segue imediatamente dos argumentos que apresentamos. [

1.2 Teorema de recorréncia de Poincaré

Vamos estudar duas versdes do teorema de Poincaré. A primeira (Secao 1.2.1)
estd formulada no contexto de espagos de medida (finita). O teorema de Kag,
que provaremos na Sec¢ao 1.2.2 complementa este resultado de forma quantita-
tiva. A segunda versdo do teorema de recorréncia (Segdo 1.2.3) supde que o
ambiente é um espago topoldgico com certas propriedades adicionais. Também
provaremos uma terceira versao do teorema de recorréncia, devida a Birkhoff,
cuja formulacao é puramente topoldgica.

1.2.1 Versao mensuravel

O nosso primeiro resultado afirma que, dada qualquer medida invariante finita,
quase todo ponto de qualquer conjunto mensuravel E regressa a E um nimero
infinito de vezes:

Teorema 1.2.1 (Recorréncia de Poincaré). Seja f : M — M wuma trans-
formacao mensurdvel e seja p uma medida finita invariante por f. Seja E C M
qualquer conjunto mensurdvel com p(E) > 0. Entao, para p-quase todo ponto
x € E existem infinitos valores de n para os quais f™(x) também estd em E.

Demonstracao. Representemos por Ej o conjunto dos pontos x € F que nunca
regressam a FE. Inicialmente, vamos provar que Fy tem medida nula. Para isso,
comegamos por observar que as suas pré-imagens f~"(Ey) sao disjuntas duas-a-
duas. De fato, suponhamos que existem m > n > 1 tais que f~™(Ey) intersecta
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f~™(Ep). Seja x um ponto na interse¢io e seja y = f™(z). Entdo y € Ey e
™ "(y) = f™(x) € Ep, que estd contido em E. Isto quer dizer que y volta
pelo menos uma vez a E, o que contradiz a definicao de Fy. Esta contradigao,
prova que as pré-imagens sao disjuntas duas-a-duas, como afirmamos.

Observando que u(f~"(Ey)) = u(Ep) paratodon > 1, porque u é invariante,
concluimos que

u( U f"(Eo)) = Zﬂ(f_"(Eo)) = ZM(EO)

Como supomos que a medida é finita, a expressao do lado esquerdo é finita. Por
outro lado, a direita temos uma soma de infinitos termos, todos iguais. O tnico
jeito desta soma ser finita é que as parcelas sejam nulas. Portanto, devemos ter
1(Ep) = 0, tal como foi afirmado.

Agora, denotemos por I’ o conjunto dos pontos z € E que regressam a
FE apenas um numero finito de vezes. Como consequéncia direta da definigao,
temos que todo ponto x € F tem algum iterado f*(x) em Ey. Ou seja,

o0
FclJr*
k=0
Como u(Eg) = 0 e p é invariante, temos:

U (Eo) SZM (Ev)) ZZN(EO)Z
eeo k=0

k=0

Portanto, p(F) = 0 como queriamos provar. O

Observe que o Teorema 1.2.1 implica um resultado andlogo para sistemas
com tempo continuo. De fato, suponha que p é uma medida invariante finita de
um fluxo (f*);. Segue imediatamente da definigao que u é invariante pela respec-
tiva transformacao f!, chamada tempo 1 do fluxo. Aplicando o Teorema 1.2.1
a transformacao tempo 1, concluimos que, dado qualquer conjunto £ C M com
medida positiva, para quase todo r € E existem tempos t; — +oo tais que
ft(x) € E. Valem observagoes andlogas para as outras versoes do teorema de
recorréncia, que apresentaremos posteriormente. Por outro lado, o teorema
que apresentamos a seguir é especifico de sistemas com tempo discreto.

1.2.2 Teorema de Kaé

Seja f : M — M uma transformacao mensuravel e seja u uma medida finita
invariante por f. Seja E C M qualquer conjunto mensurdvel com p(E) > 0.
Considere a fungao tempo de primeiro retorno pg : E — N U {co} definida da
seguinte forma:

pe(zr) =min{n > 1: f"(x) € E} (1.2.1)
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sempre que o conjunto do lado direito for nao vazio, isto é, se x tiver algum
iterado em F; caso contrario, pg(z) = co. De acordo com o Teorema 1.2.1, a
segunda alternativa sé ocorre para um conjunto de pontos com medida nula.
O resultado que vamos apresentar a seguir mostra que esta fungao é in-

tegravel e exibe o valor da sua integral. Para o enunciado precisamos da seguinte
notagao:

Ey={x€E: f*(z) ¢ Eparatodon >1} e

Ej ={zre M: f*(x) ¢ FE para todo n > 0}.

Ou seja, Ep é o conjunto dos pontos de E que nunca regressam a E e Ef é o
conjunto dos pontos de M que nunca entram em F. Note que u(Ep) = 0, pelo
teorema de recorréncia de Poincaré.

Teorema 1.2.2 (Kac). Seja f: M — M, p uma medida invariante finita e E
um subconjunto com medida positiva. Entdo a funcao pg € integrdvel e

[ o= n(31) = ().
Demonstracdo. Para cada n > 1, defina
E,={zcE:f(x)¢E,...,f" Yz)¢ E, mas f"(z) € E} e
Ef={zeM:z2¢E f(x)¢E,...,f"Yz) ¢ E, mas f*(z) € E}.

Ou seja, E, é o conjunto dos pontos de E que retornam a F pela primeira vez
exatamente no momento n,

En:{erpE(x) :n}v

e E' é o conjunto dos pontos que nao estao em E e que entram em E pela
primeira vez exatamente no momento n. E claro que estes conjuntos sao men-
surdveis e, portanto, pg ¢ funcao mensuravel. Além disso, os conjuntos E,,, E,
n > 0 sao disjuntos dois-a-dois e a sua uniao é todo o espaco M. Portanto

p(M) =" (u(En) + w(Ey)) = u(Ey) + > (w(En) + u(Ey)).  (1.2.2)
n=0 n=1

Agora observe que
f Y E:) =E;,;UE,41 para todo n. (1.2.3)

De fato, f(y) € E;: quer dizer que o primeiro iterado de f(y) que estd em E é
I™(f(y)) = f"(y) e isto ocorre se, e somente se, y € E ., ouy € E, 1. Isto
prova a igualdade (1.2.3). Logo, pela invariancia de p,

w(Ey) = u(f~H(Ey)) = (B ) + p(Eng1)  para todo n.

Aplicando esta relacdo repetidas vezes, obtemos que

wE:) = pu(Eq) + Z w(E;) para todo m > n. (1.2.4)
i=n—+1
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A relagao (1.2.2) implica que p(E},) — 0 quando m — oco. Portanto, tomando
o limite quando m — oo na igualdade (1.2.4), obtemos:

(oo}

wE) =Y wE), (1.2.5)

1=n+1

Para finalizar a demonstragao, substituimos (1.2.5) na igualdade (1.2.2). Desta
forma obtemos que

p(M) = (B = Y- (Y n(ED) = S nal ) = [ ped
n=1 1i=n n=1
como queriamos demonstrar. O

Em alguma situagoes, por exemplo quando o sistema (f, u) é ergddico (esta
propriedade serd definida e estudada em detalhe mais tarde) o conjunto Ef tem
medida zero. Entao a conclusao do teorema de Kac¢ diz que

1 _ MM
7 = 120

para todo conjunto mensuravel E. O lado esquerdo desta igualdade é o tempo
médio de retorno a E. A igualdade (1.2.6) diz que o tempo médio de retorno é
versamente proporcional a medida de E.

Observagdo 1.2.3. Por definicio, E = f~"(E)\ U{Z} f7*(E). O fato de que
a soma (1.2.2) é finita implica que a medida deste conjunto converge para zero
quando n — oo. Isto sera 1til mais tarde.

1.2.3 Versao topologica

Agora suponhamos que M é um espago topolégico, munido da sua o-algebra de
Borel B. Dizemos que um ponto x € M é recorrente para uma transformagao
f+ M — M se existe uma sequéncia n; — oo em N tal que f%(z) — z.
Analogamente, dizemos que z € M ¢é recorrente para um fluxo (f*); se existe
uma sequéncia t; — +0o0 em R tal que f%(z) — 2 quando j — oo.

No proximo teorema supomos que o espaco topoldgico M admite uma base
enumeravel de abertos, ou seja, existe uma familia enumerdavel {Uy, : k € N} de
abertos tal que todo aberto de M pode ser escrito como uniao de elementos Uy,
dessa familia. Esta hipdtese é satisfeita na maioria dos exemplos interessantes.

Teorema 1.2.4 (Recorréncia de Poincaré). Suponhamos que M admite uma
base enumerdvel de abertos. Seja f : M — M uma transforma¢do mensurdvel
e seja i uma medida finita em M invariante por f. Entao, u-quase todo ponto
x € M € recorrente para f.
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Demonstracao. Para cada k representamos por Uy o conjunto dos pontos x € Uy
que nunca regressam a Uy. De acordo com o Teorema 1.2.1, todo Uy tem medida
nula. Consequentemente, a uniao enumeravel

0= 0
keN
tem medida nula. Portanto, para demonstrar o teorema sera suficiente que
mostremos que todo ponto & que nao estd em U é recorrente. Isso é facil, como
vamos ver. Sejax € M \U e seja U uma vizinhanga qualquer de z. Por definigao,
existe algum elemento Uy, da base de abertos tal que = € Uy e U, C U. Como
z ndo estd em U, também temos que ¢ Ui. Em outras palavras, existe algum
n > 1 tal que f™(x) estd em Ug. Em particular, f"(x) também estd em U.
Como a vizinhanga U é arbitraria, isto prova que  é um ponto recorrente. [J

Observe que as conclusoes dos Teoremas 1.2.1 e 1.2.4 nao sao verdadeiras,
em geral, se omitirmos a hipotese de que a medida p é finita:

Exemplo 1.2.5. Seja f : R — R a translacao de 1 unidade, isto é, a trans-
formagéo definida por f(z) = z + 1 para todo = € R. E facil verificar que f
deixa invariante a medida de Lebesgue em R (que é infinita). Por outro lado,
nenhum ponto é recorrente para f. Portanto, pelo teorema de recorréncia, f
nao pode admitir nenhuma medida invariante finita.

No entanto, é possivel estender estes enunciados para certos casos de medidas
infinitas: veja o Exercicio 1.6.7.

Para terminar, apresentamos uma versao puramente topoldgica do Teo-
rema 1.2.4, chamada teorema de recorréncia de Birkhoff, que nao faz qualquer
mengao a medidas invariantes:

Teorema 1.2.6 (Recorréncia de Birkhoff). Se f : M — M € wma trans-
formacao continua num espagco métrico compacto M, entao existe algum ponto
x € M que é recorrente para f.

Demonstracdo. Considere a familia Z de todos os conjuntos fechados nao-vazios
X C M que s@o invariantes, no sentido de que f(X) C X. Esta familia é nao-
vazia, uma vez que M € Z. Afirmamos que um elemento X € Z é minimal
para a relacao de inclusao se, e somente se, a érbita de todo ponto x € X é
densa em X. De fato, é claro que se X é fechado invariante entdo X contém o
fecho da érbita de qualquer dos seus pontos. Logo, para ser minimal X precisa
coincidir com qualquer desses fechos. Reciprocamente, pela mesma razao, se X
coincide com o fecho da o6rbita de qualquer dos seus pontos entao ele coincide
com qualquer subconjunto fechado invariante, ou seja, X é minimal. Isto prova
a nossa afirmacdo. Em particular, qualquer ponto x num conjunto minimal
é recorrente. Logo, para provar o teorema basta mostrar que existe algum
conjunto minimal.

Afirmamos que todo conjunto totalmente ordenado {X,} C Z admite algum
minorante. De fato, considere X = N, X,. Observe que X é nao-vazio, uma
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vez que os X, s&0 compactos e constituem uma familia totalmente ordenada.
E claro que X ¢é fechado e invariante por f e também que ele é um minorante
para o conjunto {X,}. Isto prova a nossa afirmagio. Agora podemos aplicar o
Lema de Zorn para concluir que Z realmente contém elementos minimais. [

O Teorema 1.2.6 também segue imediatamente do Teorema 1.2.4 juntamente
com o fato, que provaremos mais tarde, que toda transformacao continua num
espago métrico compacto admite alguma medida de probabilidade invariante.

1.3 Exemplos

Em seguida vamos descrever alguns exemplos simples de medidas invariantes
por transformagoes ou por fluxos, que nos ajudam a interpretar o significado do
teorema de recorréncia de Poincaré, bem como obter conclusoes interessantes.

1.3.1 Expansao decimal

O nosso primeiro exemplo é a transformagio definida no intervalo [0,1] do se-
guinte modo

f:[0,1] = [0,1], f(z) =10z — [10x]

onde [10z] representa o maior inteiro menor ou igual a 10z. Em outras palavras,
f associa a cada x € [0,1] a parte fracionéria de 10z.

Afirmamos que a medida de Lebesgue i no intervalo é invariante pela trans-
formagao f, isto é, ela satisfaz a condicao

w(E) = pu(f~Y(E)) para todo conjunto mensuravel F C M. (1.3.1)

Esse fato pode ser verificado da seguinte forma. Comecemos por supor que F é
um intervalo. Entdo, a pré-imagem f~!(F) consiste de dez intervalos, cada um
deles dez vezes mais curto do que E. Logo, a medida de Lebesgue de f~1(FE) é
igual & medida de Lebesgue de E. Isto mostra que (1.3.1) é satisfeita no caso
de intervalos. Como consequéncia, essa relagao é satisfeita sempre que F é uma
unido finita de intervalos. Agora, a familia das unides finitas de intervalos é
uma dlgebra que gera a o-dlgebra de Borel de [0, 1]. Portanto, para concluir a
demonstracao basta usar o seguinte fato geral:

Lema 1.3.1. Seja f : M — M uma transformacdao mensurdvel e p uma medida
finita em M. Suponha que existe uma dlgebra A de subconjuntos mensurdveis
de M tal que A gera a o-dlgebra B de M e u(E) = u(f~1(E)) para todo E € A.
Entao o mesmo vale para todo conjunto E € B, isto €, a medida p € invariante
por f.

Demonstragdo. Comecemos por provar que C = {E € B : u(E) = p(f~Y(E))}
é uma classe mondtona. Para isso, seja £1 C Es C ... uma sequéncia de ele-
mentos em C e seja E = U2, E;. Pelo Teorema A.1.14 (veja o Exercicio A.1.9),
temos que

p(B) =limpu(E;) e p(f~(B)) = limu(f~"(E)).
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Entao, usando o fato de que E; € C,
(B = lim p(E;) = Tim p(f~(Eq)) = u(f~(E)).

Logo F € C. De modo inteiramente andlogo se mostra que a intersecao de
qualquer sequéncia decrescente de elementos de C estd em C. Isto prova que C
é de fato uma classe monétona.

Agora é facil obter a conclusao do lema. Note que C contém A, por hipétese.
Portanto, usando o teorema das classes monétonas (Teorema A.1.18), segue que
C contém a o-algebra B gerada por A. Isto é precisamente o que queriamos
provar. O

Agora vamos explicar como, a partir do fato de que a medida de Lebesgue é
invariante pela transformacao f, podemos obter conclusoes interessantes usando
o teorema de recorréncia de Poincaré. A funcao f tem uma relagao direta com
o algoritmo da expansao decimal: se z é dado por

r =0,apaiaza3 - - -

com a; € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} e a; # 9 para infinitos valores de 4, entao a sua
imagem é dada por
f(z) =0,a1a2a3 - .

Com isso, fica ficil escrever a expressao do iterado n-ésimo, para qualquer n > 1:
() =0,anan11an42 - (1.3.2)

Agora, seja E o subconjunto dos x € [0, 1] cuja expansao decimal comeca
com o digito 7, ou seja, tais que ag = 7. De acordo com o Teorema 1.2.1, quase
todo elemento de F tem infinitos iterados que também estdo em FE. Levando
em conta a expressao (1.3.2), isto quer dizer que existem infinitos valores de n
tais que a,, = 7. Portanto, provamos que quase todo nimero x cuja expansao
decimal comega por T tem infinitos digitos iguais a 7.

Claro que no lugar de 7 podemos considerar qualquer outro digito. Além
disso, também podemos considerar blocos com vérios digitos (Exercicio 1.6.14).
Mais tarde provaremos um resultado muito mais forte: para quase todo niimero
z € [0, 1], todo digito aparece com frequéncia 1/10 na expansdo decimal de z.

1.3.2 Transformacao de Gauss

O sistema que apresentamos nesta se¢do estd relacionado com outro impor-
tante algoritmo em Teoria dos Numeros, a expansao de um numero em fragao
continua, cuja origem remonta ao problema de achar a melhor aproximagao
racional para um numero real qualquer. Vamos descrever este algoritmo sucin-
tamente.

Dado um nimero zg € (0,1), sejam

5 :
ay = | — € rp] = — —Qq.
Zo
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Note que a1 é um ndmero natural, x; € [0,1) e tem-se

1

a1 + 11

To —

Supondo que x; seja diferente de zero, podemos repetir o processo, definindo

ag = | — € To = — — Q3.
T Z1

Entao

r; = —— e portanto xg =

a1 + T2 1

ay + ———
a2+:c2

Por recorréncia, para cada n > 1 tal que xz,_1 € (0,1) define-se

an[ 1 } e Ty = L —ap =G(xp-1)

Tn—1 Tn—1
e tem-se 1
To = T (1.3.3)
al + 1
az + 1
an + Tn
Pode mostrar-se que a sequéncia
1
Zn = T (1.34)
a + 1
az + I
an

converge para xg quando n — oo, e é usual traduzir este fato escrevendo

1

zo = (1.3.5)

a; +
as + i
ap + —

que é chamada expansdo em fracao continua de xg.

Note que a sequéncia (z,), definida pela relagao (1.3.4) consiste de niimeros
racionais. De fato, mostra-se que estes sao os numeros racionais que melhor
aproximam o nimero g, no sentido de que z, estd mais préximo de xy do
que qualquer outro ntimero racional com denominador menor ou igual que o
denominador de z, (escrito em forma irredutivel). Observe também que para
obter (1.3.5) supusemos que x,, € (0,1) para todo n € N. Se encontramos algum
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z, = 0, 0 processo para nesse momento e consideramos (1.3.3) a expansdo em
fragdo continua de zy. Claro que este 1ultimo caso ocorre somente se xy é um
nimero racional.

O algoritmo de expansao em fragao continua estd intimamente conectado
com o sistema dindmico no intervalo [0,1] que vamos descrever a seguir. A
transformacgao de Gauss G :[0,1] — [0,1] é definida por

1 1
G(x) = o L] = parte fraciondria de 1/z,

se x € (0,1] e G(0) = 0. O grifico de G pode ser esbogado facilmente, a partir
da seguinte observagdo: para todo x em cada intervalo I, = (1/(k+1),1/k] a
parte inteira de 1/x é igual a k e, portanto, G(x) = 1/x — k.

A expansao em fracdo continua de qualquer ndmero zy € (0,1) pode ser
obtida a partir da transformagao de Gauss, da seguinte forma: para cada n > 1
o numero natural a, é determinado por

Gnil(l‘o) S Ian

e x, é simplesmente o n-ésimo iterado G™(xp) de xo. Este processo termina
se encontrarmos algum z, = 0; como explicamos anteriormente, isto s6 pode
acontecer se o nimero xg for racional (veja o Exercicio 1.6.16). Em particular,
existe um conjunto com medida de Lebesgue total tal que todos os iterados de
G estao definidos para os pontos deste conjunto.

O que torna esta transformacao interessante do ponto de vista da Teoria
Ergédica é que G admite uma probabilidade invariante que é equivalente a
medida de Lebesgue no intervalo. De fato, considere a medida definida por

u(E) = /  dr para cada mensurdvel E C [0, 1], (1.3.6)
gl+vw

onde ¢ é uma constante positiva. Note que a integral estd bem definida, j& que
a funcéo integrando é continua no intervalo [0, 1]. Além disso, essa fungao toma
valores no intervalo [¢/2, ¢] e, portanto,

m(E) < u(F) < cm(E) (1.3.7)

para todo conjunto mensurdavel £ C [0, 1]. Em particular, u é de fato equivalente
a medida de Lebesgue m, isto é, as duas medidas tém os mesmos conjuntos com
medida nula.

Proposigao 1.3.2. A medida p € invariante por G. Além disso, se escolhermos
c=1/log?2 entdo u é uma probabilidade.

Demonstragao. Vamos utilizar o seguinte lema:

Lema 1.3.3. Seja f :[0,1] — [0,1] uma transformagao tal que existem inter-
valos abertos I, Is, ... disjuntos dois-a-dois tais que
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1. a unido UpIy, tem medida de Lebesgue total em [0,1] e
2. a restricao fr, = f | I a cada I, é um difeomorfismo sobre (0,1).

Seja p : [0,1] = [0,00) uma funcgdo integravel (para a medida de Lebesgue) com

(v)
= > =& (1.3.8)
o, @

para quase todo y € [0,1]. Entao a medida 1 = pdx € invariante por f.

Demonstracdo. Seja ¢ = xg a fungao caracteristica de um conjunto mensuravel
E C [0,1] qualquer. Pela fé6rmula de mudanca de varidveis,

[ otr@)ota) e = / oW DI W) dy.

Note que (fk_l)'(y) =1/f(f. "(y)). Portanto, a relagdo anterior implica que

/0 ¢<f<x>>p<x>dx=z () da
- 1))
Z/ Hy If’ y>>|dy'

Usando o teorema da convergéncia mondtona (Teorema A.2.9) e a hipéGtese
(1.3.8), vemos que a tltima expressao em (1.3.9) é igual a

(1.3.9)

oo —

[ o> Ay [ay
k=1
Deste jeito mostramos que fol o(f(x))p(x)dx = fo p(y) dy. Como p = pdx
e ¢ = Xg, isto quer dizer que u(f~1(E)) = u(E) para todo conjunto mensurdvel
E C [0,1]. Portanto, p é invariante por f. O

Para concluir a demonstracao da Proposicao 1.3.2 devemos mostrar que a
condicao (1.3.8) vale para p(z) =c¢/(1+z) e f =G. Seja I, = (1/(k+1),1/k)
e seja G}, a restrigio de G a Iy. Note que G} '(y) = 1/(y+k) para todo k. Note
também que G'(z) = (1/x)" = —1/2? para todo = # 0. Portanto,

= (G W) > cly+k) o0
GG (y))| S ytk+l (1.3.10)
k:1|G/ 1(9))| Zy+k+1 y+k I; (y+ k) y+k+1)
Observando que
1 1 1

Wtk (y+k+1) y+k y+tk+1’
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vemos que a ultima soma em (1.3.10) pode ser escrita na forma telescépica:
todos os termos, exceto o primeiro, aparecem duas vezes, com sinais contrarios,
e portanto se cancelam. Logo a soma ¢ igual ao primeiro termo:

i ‘ -~ ()
Z(y+k)y+E+1)  y+1 '
Isto mostra que a igualdade (1.3.8) é realmente satisfeita e, portanto, podemos
usar o Lema 1.3.1 para concluir que p é invariante.

Finalmente, usando a primitiva clog(1 + =) da fungao p(z) vemos que

1
C
)= [ ——dz=clog2.
1([0,1]) /01+xx clog

Logo, escolhendo ¢ = 1/log 2 obtemos que g é uma probabilidade. O

Esta proposi¢cao permite utilizar ideias de Teoria Ergédica, aplicadas a trans-
formacao de Gauss, para obter conclusoes interessantes em Teoria dos Numeros.
Por exemplo (veja o Exercicio 1.6.15), o niimero 7 aparece infinitas vezes na ex-
pansdo em fragdo continua de quase todo nimero xg € (1/8,1/7), isto é, tem-se
a, = 7 para infinitos valores de n € N. Mais tarde provaremos um fato muito
mais preciso, que implica o seguinte: para quase todo z¢ € (0,1) o nimero 7
aparece com frequéncia

1 lo 6—4
log2 263

na sua expansao em fracao continua. Tente intuir desde ja de onde vem este
nimero!

1.3.3 Rotagoes no circulo

Considere na reta R a relacao de equivaléncia ~ que identifica quaisquer niimeros
cuja diferenca é um numero inteiro, isto é:

r~y & z—yE€El.

Representamos por [z] € R/Z a classe de equivaléncia de qualquer € R e
denotamos por R/Z o espago de todas as classes de equivaléncia. Este espago
serd chamado de circulo e também serd denotado por S'. A razdo de ser desta
terminologia é que R/Z pode ser identificado de maneira natural com o circulo
unitario no plano complexo, por meio da aplicacao

¢:R/Z—{z€C:|z| =1}, [2] = ¥ (1.3.11)
Note que ¢ estd bem definida: a expressdo e2™' nio depende da escolha do
representante x na classe [z], uma vez que a fungao z +— €*™% ¢ periddica de
periodo 1. Além disso, ¢ é uma bijegao.
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O circulo herda da reta uma estrutura de grupo abeliano, dada pela operagao

[z] + [y] = [z + y].

Observe que esta definicao estd bem formulada: a classe de equivaléncia do lado
direito nao depende da escolha dos representantes x e y das classes do lado
esquerdo. Dado 0 € R, chamamos rotacao de angulo 6 a transformacao

Ry :R/Z = RJZ, [z] v [z +6] = [z] + [4].

Note que a aplicagdo que lhe corresponde em {z € C : |z| = 1}, via a identi-
ficacdo (1.3.11), é o que chamarfamos de rotagdo de angulo 276, ou seja, é a
restricdo ao circulo unitério da transformacao z — 2™z, E imediato da de-
finicao que Ry € a identidade e Ry o R, = Ry, para todo 6 e 7. Em particular,
toda rotacao Ry ¢é invertivel e a inversa é R_y.

Também podemos munir S* com uma estrutura natural de espaco de proba-
bilidade, da seguinte forma. Seja 7 : R — S a projecdo canodnica que associa a
cada x € R a respectiva classe de equivaléncia [z]. Primeiramente, dizemos que
um conjunto £ C St é mensuravel se 7~ (FE) é um subconjunto mensuravel da
reta. Em seguida, seja m a medida de Lebesgue na reta. Definimos a medida
de Lebesgue p no circulo da seguinte forma:

w(E) = m(w_l(E) N[k, k+ 1)) para qualquer k € Z.

Note que o lado esquerdo desta igualdade nao depende de k, uma vez, por
defini¢ao, 71 (E)N[k,k+1) = (v~ *(E)N[0,1)) + k e a medida m ¢ invariante
por translagoes.

E claro da definicdo que p é uma probabilidade. Além disso, p é invari-
ante por toda rotacdo Ry (trata-se da tunica medida de probabilidade com esta
propriedade, como veremos no Exercicio 1.6.20). Isto pode ser mostrado da
seguinte forma. Por definicio, 7~ (R, (E)) = n~}(E) — 0 para todo conjunto
mensurdvel £ C S'. Seja k a parte inteira de #. Como m é invariante por
translacoes,

m((m"Y(E) —0)N[0,1)) =m(x"(E)N[0,0 + 1))
=m(r Y E)N[0,k+1)) +m(x Y(E)N[k+1,0+1)).

Note que 7= (E)N[k+ 1,0 + 1) = (r~'(E) N [k,0)) + 1. Portanto, a expressao
no lado direito da igualdade anterior pode ser escrita como

m(r Y (E)N[0,k+1)) + m(z~ (E)N[k,0)) = m(r " (E) N [k, k+1)).
Combinando estas duas igualdades obtemos que
p(Ry ' (B)) = m(r~ (Ry ' (B) N[0,1))) = m(n~ ' (B) N[k, k +1)) = u(E)

para todo conjunto mensurdvel E C S'.
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A dindmica da rotacio Ry : S' — S! apresenta dois comportamentos bem
distintos, dependendo do valor de 6. Se 6 é racional, digamos 8 = p/q com p € Z
e g € N, entao

Ri([z]) =[x+ qf] = [z] para todo [z].

Como consequéncia, todo ponto 2 € S é periédico de perfodo ¢. No caso
contrario temos:

Proposicao 1.3.4. Se 0 ¢ irracional entao O([z]) = {Ry([z]) : n € N} é um
subconjunto denso de R/Z para todo [x].

Demonstrag¢ao. Afirmamos que o conjunto D = {m +nf : m € Z,n € N} é
denso em R. De fato, considere um ntmero qualquer » € R. Dado qualquer
€ > 0, podemos escolher p € Z e ¢ € N tais que |¢gf — p| < . Note que o niimero
a = qf — p é necessariamente diferente de zero, uma vez que # ¢é irracional.
Suponhamos que a é positivo (o outro caso é andlogo). Subdividindo a reta
em intervalos de comprimento a, vemos que existe um numero inteiro [ tal que
0 <r —la < a. Isto implica que

|r — (lgf —lp)| =|r —la| < a <e.

Como m = lq e n = —lq sao inteiros e € é arbitrario, isto mostra que r estd no
fecho do conjunto D, para todo r € R.

Agora, dados y € R e € > 0, podemos tomar r = y — x e, usando o paragrafo
anterior, podemos encontrar m,n € Z tais que |m + nf — (y — z)| < e. Isto
equivale a dizer que a distancia de [y] ao iterado R} ([z]) é menor que €. Como
x, y e € sdo arbitrdrios, isto mostra que toda érbita O([x]) é densa. O

Em particular, segue que todo ponto do circulo é recorrente para Ry (isto
também é verdade quando 6 é racional). A proposicao anterior também terd
varias implicacoes interessantes no estudo das medidas invariantes de Ry. Entre
outras coisas, veremos posteriormente que se 6 é irracional entao a medida de
Lebesgue é a tnica medida de probabilidade que é preservada por Ry. Relacio-
nado com isso, veremos que as Orbitas de Ry se distribuem de modo uniforme
em S,

1.3.4 Rotacoes em toros

As nogoes que acabamos de apresentar podem ser generalizadas para qualquer
dimensao, como vamos explicar em seguida. Para cada d > 1, considere a
relacdo de equivaléncia em R? que identifica dois vetores se a sua diferenca é
um vetor com coordenadas inteiras:

(1, 2q) ~ (Y1,---,Yyd) < (xlfyl,...,xdfyd)GZd.

Representamos por [z] ou [(x1,...,zq)] a classe de equivaléncia de um vetor z =
(z1,...,14) € R? qualquer. Chamamos toro de dimensdo d ou, simplesmente,
d-toro o espaco

T = R4/Z = (R/Z)¢
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das classes de equivaléncia. Seja m a medida de volume em R?. A operacio

[(@1s s za)l + (v, wa)] = (@0 + 91, -, 2a + ya)

faz de T? um grupo abeliano. A rotagdo associada a um vetor 6 = (6, ...,04)
é
Ro:T* T Ro([a]) = [2] + [0].
A aplicacao
(]52 [0,1]d—>Td7 (x1,...,xd)n—>[(ml,...,xd)]
é sobrejetora e nos permite definir a medida de probabilidade de Lebesgue p no

d-toro, por meio da seguinte formula: p(B) = m(¢~!(B)) para todo B C T¢
tal que ¢~1(B) é mensurdvel. Esta medida é invariante por Ry para todo 6.

Dizemos que um vetor 6 = (01, ...,04) é racionalmente independente se para
quaisquer nimeros inteiros ng, ni,...,ng temos que
no+n101+~~~+nd9d:0 = nyg=ny=---=nqg=0.

Caso contrario dizemos que # é racionalmente dependente. Pode mostrar-se que
0 é racionalmente independente se, e somente se, a rotacao Ry é uma trans-
formacao minimal, ou seja, a érbita O([z]) = {Rj([z]) : n € N} é um subcon-
junto denso de T? para todo [z]. A este respeito, veja os Exercicios 1.6.21-1.6.22
e também o Corolério 3.2.3.

1.3.5 Transformacoes conservativas

Seja M um aberto do espaco euclidiano R? e seja f : M — M um difeomorfismo
de classe C!. Isto quer dizer que f é uma bijecao e tanto ele quanto a sua inversa
sao derivaveis com derivada continua. Representaremos por vol a medida de
Lebesgue, ou medida de volume, em M. A férmula de mudanga de variaveis
afirma que, para qualquer conjunto mensuravel B C M,

vol(f(B)) = /B | det D | dz. (1.3.12)

Daqui se deduz facilmente o seguinte fato:

Lema 1.3.5. Um difeomorfismo f : M — M de classe C* deiza invariante a
medida de volume se, e somente se, o valor absoluto |det Df| do seu jacobiano
€ constante igual a 1.

Demonstra¢do. Suponha primeiro que o valor absoluto do jacobiano é igual a 1
em todo ponto. Considere um conjunto mensurdvel E e seja B = f~}(E). A
férmula (1.3.12) d4 que

vol(E) = /B Ldx = vol(B) = vol(f~1(E)).

Isto significa que f deixa invariante o volume e, portanto, provamos a parte
“se”do enunciado.
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Para provar a parte “somente se”, suponha que | det D f| fosse maior que 1 em
algum ponto x. Entao, como o jacobiano é continuo, existiria uma vizinhanca
U de z e algum nimero o > 1 tais que

|det Df(y)| > o paratodo y € U.

Entao a férmula (1.3.12) aplicada a B = U daria

vol(f(U)) > / odx > ovol(U).

U

Denotando E = f(U), isto implica que vol(E) > vol(f~!(E)) e, portanto, f nio
deixa invariante o volume. Do mesmo modo se mostra que se o valor absoluto
do jacobiano é menor que 1 em algum ponto entao f nao deixa invariante o
volume. O

1.3.6 Fluxos conservativos

Agora vamos analisar a questdo da invariancia da medida de volume no caso de
fluxos ft: M — M, t € R. Continuamos supondo que M é um aberto do espaco
euclideano R%. Também suporemos que o fluxo é de classe C', no sentido de
que a aplicacdo (t,z) — fi(x) é de classe C'. Entao cada transformacao f! é
um difeomorfismo C': a inversa ¢ f~t. Como f° é a identidade e o jacobiano
varia continuamente, obtemos que det D f*(x) > 0 em todo ponto.

Aplicando o Lema 1.3.5 neste contexto, obtemos que o fluxo deixa invariante
a medida de volume se, e somente se,

det Df'(z) =1 para todo z € U e todo t € R. (1.3.13)

No entanto esta conclusao nao é muito tutil na préatica porque, em geral, nao
temos uma expressao explicita para f! e, portanto, nao é claro como verificar
a condicdo (1.3.13). Felizmente, existe uma expressao razoavelmente explicita
para o jacobiano, de que iremos falar em seguida, que pode ser usada em muitas
situagoes interessantes.

Suponhamos que o fluxo f* : M — M corresponde as trajetérias de um

campo de vetores F' : M — R? de classe C'. Em outras palavras, t +— ff(z) é
a solugao da equagao diferencial

dy _

= F(y) (1.3.14)

que tem x como condigao inicial (quando tratando de equagoes diferenciais sem-
pre suporemos que as suas solugoes estao definidas para todo tempo).

A férmula de Liouville exprime o jacobiano de f! em termos do divergente
div F' do campo de vetores:

t
det Df'(x) = exp (/ div F(f*(z))ds) para todo z e todo t.
0
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Lembre que o divergente de um campo de vetores F' é o trago da sua matriz

jacobiana, isto é
. oF, 0Fy
divF=—+ -4+ —.
v 0x1 Tt Oxg

Combinando a férmula de Liouville com (1.3.13) obtemos:

(1.3.15)

Lema 1.3.6 (Liouville). O fluzo (f!); associado a um campo de vetores F de
classe C! deiza invariante a medida de volume se, e somente se, o divergente
de F ¢ identicamente nulo.

Podemos generalizar esta discussao para o caso em que M é uma variedade
riemanniana qualquer, de dimensao d > 2.

Por simplicidade, suponhamos que a variedade é orientavel. Neste caso, a
medida de Lebesgue é dada por uma d-forma diferenciavel w, chamada forma
de volume, que se escreve em coordenadas locais como w = pdzx; ---dxg. Isto
significa que o volume de qualquer conjunto mensuravel B contido num dominio
de coordenadas locais (z1,...,z4) é dado por

vol(B) = / p(x1,.. ., xq)dey - - dxg.
B

Seja F' um campo de vetores de classe C' em M. Escrevendo
F(z1,...,zq) = (Fi(x1, ..., 24), ..., Fa(z1,. .., 24)),
podemos definir o divergente de F' como sendo

d(pF) +_”+8(pF)

v F =
div 8:101 8xd

(a definigdo nao depende da escolha das coordenadas locais). Entao temos a
seguinte versdo do teorema de Liouville (a prova pode ser encontrada no livro
de Sternberg [Ste58]):

Teorema 1.3.7 (Liouville). O fluzo (f*); associado a wm campo de vetores F
de classe C' preserva a medida de volume na variedade M se, e somente se,
divF =0 em todo ponto.

Entao, segue do teorema de recorréncia para fluxos que, se a variedade M
tem volume finito (por exemplo, se M é compacta) e divF = 0, entdo quase
todo ponto é recorrente para o fluxo de F.

1.4 Teoremas de recorréncia multipla

Vamos considerar familias finitas de transformagoes f; : M — M, i=1,...,q
que comutam entre si, isto é, tais que

fiofi=1fiofi paratodoi,je{1,...,q}.
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O objetivo é mostrar que os resultados da Segdo 1.2 se estendem para este
contexto: obtemos pontos que sao simultaneamente recorrentes por todas as
transformagoes.

O primeiro resultado nesta linha generaliza o teorema de recorréncia de
Birkhoff (Teorema 1.2.6):

Teorema 1.4.1 (Recorréncia multipla de Birkhoff). Seja M um espago métrico
compacto e sejam fi,..., fq : M — M transformacoes continuas que comutam
entre si. Entdo existe a € M e existe uma sequéncia (ng)r — oo tal que

lilgn fi*(a) =a paratodoi=1,...,q. (1.4.1)

A demonstragdo deste teorema serd dada na Segdo 1.4.1. A seguir, discuti-
mos a seguinte generalizagao do teorema de recorréncia de Poincaré:

Teorema 1.4.2 (Recorréncia multipla de Poincaré). Seja (M, B, 1) um espago
de probabilidade e sejam f; : M — M, i=1,...,q transformagdes mensurdveis
que preservam i e que comutam entre si. Entdo, para qualquer conjunto E C M
com medida positiva, existe n > 1 tal que

w(ENfi™(E)N---n f(E)) > 0.

Em outras palavras, existe algum tempo n tal que os iterados de um sub-
conjunto com medida positiva de pontos de E retornam a E, simultaneamente
para todas as transformacoes f;, nesse momento n.

A demonstracao do Teorema 1.4.2 nao serd apresentada aqui; veja o livro de
Furstenberg [Fur77]. Vamos apenas mencionar algumas consequéncias diretas
e, mais tarde, usaremos o teorema para provar o teorema de Szemerédi sobre
existéncia de progressoes aritméticas em subconjuntos ‘densos’ dos numeros
inteiros.

Observe, primeiramente, que o conjunto dos retornos simultaneos é sempre
infinito. De fato, seja n qualquer iterado como no enunciado. Aplicando o
Teorema 1.4.2 ao conjunto F'= EN f{"(E)N---N f"(E), obtemos que existe
m > 1 tal que

p(BO S E) N0 gy (E))
>p(FOff™F)n---nf7™(F)) > 0.

Em outras palavras, m + n também é um retorno simultaneo a E, para algum
subconjunto de E com medida positiva.

Segue que, para qualquer conjunto E C M com u(E) > 0 e para u-quase
todo ponto x € F existem infinitos iterados n que sao retornos simultaneos de x
a F, ou seja, que satisfazem f*(x) € E para todoi=1,...,q. De fato, suponha
que existisse um subconjunto F' C E com medida positiva tal que todo ponto
de F' tem um nimero finito de retornos simultaneos a E. Por um lado, a menos
de substituir F' por um subconjunto adequado, podemos supor que todos esses
retornos simultaneos dos pontos de F' ao conjunto E sao menores que um dado
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k > 1 fixado. Por outro lado, usando o paragrafo anterior, existe n > k tal
que G = FNfi™(F)n---n f7"(F) tem medida positiva. Ora, é imediato da
defini¢ao que n é um retorno simultaneo a F para todo z € G. Isto contradiz a
escolha de F', provando a nossa afirmagao.

Outro coroldrio simples é o teorema de recorréncia multipla de Birkhoff (Te-
orema 1.4.1). De fato, se f; : M — M, i = 1,2,...,q sao transformagoes
continuas num espago métrico compacto que comutam entre si, entao existe
alguma probabilidade invariante g comum a todas essas transformagoes. Con-
sidere qualquer base enumerdvel {Uy} da topologia de M. De acordo com o
pardgrafo anterior, para cada k existe um conjunto U C Uj, com medida nula
tal que todo ponto de Uy \ Uk tem infinitos retornos simultaneos a Uj. Entao
U = U,U;, tem medida nula e todo ponto do seu complementar é simultanea-
mente recorrente, no sentido do Teorema 1.4.1.

1.4.1 Teorema de recorréncia multipla de Birkhoff

Vamos tratar o caso em que as transformagoes fi,..., f; sdo homeomorfismos
de M, que é suficiente para os nossos objetivos no presente capitulo. O caso
geral pode ser deduzido facilmente usando a ideia de extensao natural.

O teorema pode ser reformulado do seguinte modo 1til. Considere a trans-
formacao F : M? — M? definida no espago produto M% = M X --- x M por
F(z1,...,2¢) = (f1(z1),. .., fq(zg)). Denote por A, a diagonal de M1, ou seja,
o subconjunto dos pontos da forma & = (z,...,x). O Teorema 1.4.1 afirma,
precisamente, que existe @ € A, e existe (ng)r — oo tal que

liin F"(a) = a. (1.4.2)

A demonstragao sera por inducao no numero ¢ de transformacoes. O caso
q = 1 estd contido no Teorema 1.2.6. A seguir, considere qualquer q > 2
e suponha que o enunciado é verdadeiro para qualquer familia formada por
q — 1 homeomorfismos que comutam entre si. Vamos provar que ele também é
verdadeiro para a familia fi,..., f,.

Denote por G o grupo (abeliano) gerado pelos homeomorfismos f1,..., fy.
Dizemos que um conjunto X C M é G-invariante se g(X) C X para todo g € G.
Considerando também a inversa g~—!, vemos que isto implica g(X) = X para
todo g € G. Tal como fizemos no Teorema 1.2.6, podemos usar o lema de
Zorn para concluir que existe algum conjunto X C M nao-vazio fechado G-
invariante minimal (Exercicio 1.6.26). O enunciado do teorema nao é afetado se
substituirmos M por X. Portanto, nao constitui restricao supor que o espaco
ambiente M é minimal. Essa suposigao sera usada da seguinte forma:

Lema 1.4.3. Se M ¢é minimal entdo para todo aberto nao-vazio U C M eziste
um subcongjunto finito H C G tal que

U rtw)=m.

heH



1.4. TEOREMAS DE RECORRENCIA MULTIPLA 21

Demonstragio. Dado qualquer « € M, o fecho da 6rbita G(z) = {g(z) : g € G}
é um subconjunto nao-vazio de M, fechado e G-invariante. Portanto, a hipdtese
de que M é minimal implica que a érbita G(z) é densa em M. Em particular,
existe g € G tal que g(z) € U. Isto prova que {g~}(U) : g € G} é uma cobertura
aberta de M. Por compacidade, segue que existe uma subcobertura finita. Essa
é, precisamente, a afirmacao no lema. O

Consideraremos o produto M9 munido da distancia dada por

d((:zcl, s g), (Y1, ,yq)) = max{d(z;,y;) : 1 <1i < q}.

Note que a aplicagdo M — Ay, z — & = (x,...,z) é um homeomorfismo e,
mesmo, uma isometria para esta escolha da distancia. Todo aberto U C M
corresponde a um aberto U C A, via esse homeomorfismo. Dado qualquer
g € G, representaremos por g : M? — M? o homeomorfismo definido por
g(x1,...,zq) = (g(z1),...,9(xy)). O fato de que G é abeliano implica que §
comuta com F'; note também que todo § preserva a diagonal A,. Entado a
conclusao do Lema 1.4.3 pode ser reescrita na seguinte forma:

U @) = A, (1.4.3)
heH
Lema 1.4.4. Dado € > 0 existem &, € Ay en > 1 tais que d(F™(Z),7) < e.

Demonstracdo. Defina g; = f; o f(;1 para cada i =1,...,q — 1. A hipdtese de
que os f; comutam entre si implica que o mesmo vale para os g;. Entao, pela
hipétese de indugao, existe y € M e (ng)r — oo tal que

lilgng?’“(y) =y paratodoi=1,...,q— 1.

Denote xy = f;"*(y) e considere &y = (z,...,7x) € A, Entdo,
F™ (@) = (1" g ™ @) 2 g ™ W), £ ™ ™ ()
= (0" W), 5951 (), y)

converge para (y,...,y,y) quando k — oo. Isto prova o lema com & = Ty,
g=(y,...,9,y) e n = n para qualquer k suficientemente grande. O

Em seguida, mostraremos que o ponto y no Lema 1.4.4 é arbitrario:

Lema 1.4.5. Dados € > 0 e Z € A, ezistem W € Ay e m > 1 satisfazendo
d(F™(w),2) < e.

Demonstracio. Dados € > 0 e Z € Ay, considere U = bola aberta de centro 2
e raio €/2. Pelo Lema 1.4.3 e pela observagao (1.4.3), podemos encontrar um
conjunto finito H C G tal que os conjuntos 71*1((7), h € H cobrem A,. Como
os elementos de G sdo (uniformemente) continuos, existe § > 0 tal que

d(#1,%2) <6 = d(h(Z1),h(i2)) < e/2 para todo h € H.



22 CAPITULO 1. MEDIDAS INVARIANTES E RECORRENCIA
Pelo Lema 1.4.4 existem Z,7 € Ay e n > 1 tais que d(F™(Z),7) < 6. Fixe h e H
tal que § € h=1(U). Entéo,

A(R(F" (@), 2) < d(R(F" (@), h(@) + d(h(), 2) < /2 + /2

Tome w = il(f) Como h comuta com F", a desigualdade anterior dé que
d(F"(w), %) < €, como queriamos provar. O

Usando o Lema 1.4.5, mostraremos que é possivel tomar & = ¢ no Lema 1.4.4:
Lema 1.4.6 (Bowen). Dado e > 0 existem o € A, ek > 1 com d(F*(9),7) < e.

Demonstracio. Dados € > 0 e Zg € A,, considere as sequéncias ¢;, m; e Zj,
j > 1, definidas por recorréncia da seguinte forma. Inicialmente, tome e; = £/2.

e Pelo Lema 1.4.5 existem Z; € Ay e my > 1 tais que d(F™ (Z1), Z0) < €1.

e Por continuidade da aplicacdo F™1, existe €9 < &1 tal que d(Z,21) < €2
implica d(F™1(2), Zp) < 1.

Em seguida, dado qualquer j > 2:
e Pelo Lema 1.4.5 existem 2; € Ay e m; > 1 tais que d(F (Z;),Z-1) < €.

e Por continuidade de F/, existe algum nimero €41 < ¢; tal que d(Z, Z;) <
€j+1 implica d(F™ (2),Z;-1) < €.

Em particular, para quaisquer i < j,

) e~ £

d(F‘melJr'“er'J (Zj),ZZ‘) < E€jx+1 < 5

Como A, é compacto, podemos encontrar 4, j com i < j tais que d(Z;, Z;) < €/2.
Tome k = m;41 + -+ m;. Entdo

d(F*(2;), %) < d(F*(2)), ) + d(5, 2) < e.
Isto completa a demonstragao do lema. O

Agora estamos prontos para concluir a demonstracao do Teorema 1.4.1. Para
tal, consideremos a funcao

¢:0A; —[0,00), ¢(Z)=inf{d(F"(%),%):n>1}.

Observe que ¢ é semicontinua superiormente: dado qualquer € > 0, todo ponto &
admite alguma vizinhanga V' tal que ¢(g) < ¢(Z)+¢ para todo y € V. Isso segue
imediatamente do fato de que ¢ é dada pelo infimo de uma familia de fungoes
continuas. Entao (Exercicio 1.6.28), ¢ admite algum ponto de continuidade a.
Vamos mostrar que este ponto satisfaz a conclusao do Teorema 1.4.1.
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Para isso, comegamos por observar que ¢(a) = 0. De fato, suponha que ¢(a)
é positivo. Entao, por continuidade, existem § > 0 e uma vizinhanca V de a
tais que ¢(g) > 8 > 0 para todo g € V. Entao,

d(F™(g),y) > 8 paratodoy €V etodon > 1. (1.4.4)

Por outro lado, de acordo com (1.4.3), para todo & € A, existe h € H tal que

fL(i‘) € V. Como as transformacoes h sdo uniformemente continuas, podemos
fixar o > 0 tal que

d(z,0) <o = d(h(3),h(®)) < B paratodo h € H. (1.4.5)

Pelo Lema 1.4.6, existe n > 1 tal que d(¥, F""(Z)) < a. Entao, usando (1.4.5) e
lembrando que F' comuta com todo h,

d(h(z), F"(h(2))) < B.

Isto contradiz (1.4.4). Esta contradigao mostra que ¢(a) = 0, tal como afirma-
mos.

Em outras palavras, existe (nx)r — oo tal que d(F™*(a),a) — 0 quando
k — oo. Isto significa que (1.4.2) é satisfeita e, portanto, a prova do teorema
estd completa.

1.5 Progressoes aritméticas

Nesta se¢ao vamos provar dois resultados fundamentais da Aritmética Combi-
natéria, o teorema de van der Waerden e o teorema de Szemerédi, a partir dos
teoremas de recorréncia multipla (Teorema 1.4.1 e Teorema 1.4.2) que foram
apresentados na Segao 1.4.

Chamamos parti¢io do conjunto dos nimeros inteiros a qualquer familia
finita de conjuntos S, ..., Sk C Z disjuntos dois-a-dois e cuja uniao é todo o Z.
Lembre que uma progressdo aritmética (finita) é uma sequéncia da forma

m+nm+2n,...,m+qgn, comméeZen,q> 1.

O numero g é chamado comprimento da progressao.
O seguinte resultado foi obtido, originalmente, pelo matematico holandés
Bartel van der Waerden [vdW27] nos anos 20 do século passado:

Teorema 1.5.1 (van der Waerden). Dada qualquer particao {Si,...,S} de Z
existe algum j € {1,...,1l} tal que S; contém progressdes aritméticas de todos
os comprimentos. Em outras palavras, para todo g > 1 existem m € Z en > 1
tais que m +in € S; para todo 1 <17 < q.

Algum tempo depois, os mateméticos hiingaros Pél Erdos e Pl Turdn [ET36]
formularam a seguinte conjectura, que é mais forte que o teorema de van der
Waerden: todo conjunto S C Z cuja densidade superior € positiva contém pro-
gressoes aritméticas de comprimento arbitrdrio. Esta conjectura foi demons-
trada por outro matemdtico hungaro, Endre Szemerédi [Sze75], quase quatro
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décadas mais tarde. Para enunciarmos o teorema de Szemerédi precisamos in-
troduzir a nogao de densidade superior de um subconjunto de Z.

Chamamos intervalo do conjunto Z dos nimeros inteiros qualquer subcon-
junto I da forma {n € Z:a < n < b}, com a < bem Z. O cardinal do intervalo
é o numero #I = b — a.

A densidade superior Ds(S) de um subconjunto S de Z ¢é o nimero

L #(SN1T)
R T S

onde I representa qualquer intervalo em Z. Do mesmo modo se define a den-
sidade inferior D;(S), trocando limite superior por limite inferior. Em outras
palavras, D (S) é o maior nimero D tal que existe uma sequéncia de intervalos
I; C Z satisfazendo

#(SN1;)
#I;, >0 ¢ ——= =D
e D;(S) é o menor nimero nessas condigoes.
No préximo lema colecionamos algumas propriedades simples destas nocoes.
A demonstragéo do lema fica a cargo do leitor (Exercicio 1.6.31).

Lema 1.5.2. Tem-se 0 < D;(S) < Dy(S) <1 e Di(S) =1—D4(Z\ S) para
todo S C Z. Além disso, se Sy,...,5; € uma particao de Z entao

Di(S1) + -+ + Di(81) <1< Dy(S1) + -+ + Dy (S0).

Exemplo 1.5.3. Seja S o conjunto dos numeros pares. Dado qualquer intervalo
I C Z, temos que #(SNI) = #I/2 se o cardinal de I é par e #(SNI) =
(#I £ 1)/2 se o cardinal de I é fmpar, onde o sinal + é positivo se 0o menor
elemento de I é um ntimero par e é negativo caso contrario. Desta observagao
segue, imediatamente, que Dy (S) = D;(S) = 1/2.

Exemplo 1.5.4. Seja S o seguinte subconjunto de Z:
{1,3,4,7,8,9,13,14, 15,16, 21,22, 23,24, 25, 31, 32, 33, 34, 35, 36,43, .. . }.

Isto é, para cada k > 1 incluimos em S um bloco de k inteiros consecutivos e omi-
timos os k inteiros seguintes. Este conjunto contém intervalos com comprimento
arbitrariamente grande. Portanto D;(S) = 1. Por outro lado, o complemen-
tar de S também contém intervalos com comprimento arbitrariamente grande.
Portanto, D;(S) =1— D4(Z\ S) = 0.

Observe que em qualquer destes dois exemplos o conjunto S contém pro-
gressoes aritméticas de qualquer comprimento. De fato, no Exemplo 1.5.3 o
conjunto S até contém progressoes aritméticas de comprimento infinito. Isso
nao é verdade no Exemplo 1.5.4, uma vez que nesse caso o complementar de S
contém intervalos arbitrariamente longos.
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Teorema 1.5.5 (Szemerédi). Se S € um subconjunto de Z com densidade su-
perior positiva, entdo ele contém progressoes aritméticas de comprimento ar-
bitrario.

Observe que o teorema de van der Waerden é realmente uma consequéncia
facil do teorema de Szemerédi. De fato, segue do Lema 1.5.2 que se Si,...,.5;
¢é uma particao de Z entao existe j tal que D4(S;) > 0. Pelo Teorema 1.5.5, tal
S; contém progressoes aritméticas de comprimento arbitrério.

As primeiras demonstracoes destes resultados foram de natureza combi-
natéria. Furstenberg (veja [Fur81]) observou que eles podem também ser de-
duzidos de ideias da Teoria Ergddica: mostraremos na Se¢ao 1.5.1 como obter
o teorema de van der Waerden a partir do teorema de recorréncia multipla de
Birkhoff (Teorema 1.4.1); argumentos andlogos dao o teorema de Szemerédi a
partir do teorema de recorréncia multipla de Poincaré (Teorema 1.4.2), como
veremos na Secao 1.5.2.

A teoria de Szemerédi continua sendo uma area de pesquisa muito ativa. Em
particular, outras demonstracoes do Teorema 1.5.5 vém sendo dadas por diversos
autores. Recentemente, a teoria culminou no seguinte resultado espetacular do
matemdtico inglés Ben Green e do matemético australiano Terence Tao [GTO08]:
existem progressoes aritméticas arbitrariamente longas formadas por nimeros
PTriMos.

O conjunto dos nimeros primos nao tem densidade positiva e, portanto, o
teorema de Green-Tao nao é consequéncia do teorema de Szemerédi. No entanto,
este dltimo tem um papel importante na sua demonstracao. Por outro lado, o
teorema de Green-Tao é um caso particular de outra conjectura devida a Erdds:
se S C N é tal que a soma dos inversos diverge, ou seja, tal que

1
IEEES
n
nes

entao S contém progressoes aritméticas de qualquer comprimento. Esta afirma-
¢ao mais geral permanece em aberto.

1.5.1 Teorema de van der Waerden

Nesta se¢ao vamos demonstrar o Teorema 1.5.1. A ideia é reduzir a conclusao
a uma afirmacgao sobre o deslocamento a esquerda

0c:3 =%, (an)nez = (Qnt1)nez

no espaco ¥ = {1,2,...,l}* das sequéncias bilaterais com valores no conjunto
{1,2,...,1}, a qual serd provada por meio do teorema de recorréncia multipla
de Birkhoff.

Observe que toda partigdo {S1,...,5;} de Z em [ subconjuntos determina
um elemento @ = (@, )nez de 3, definido por a,, = i < n € S;. Reciprocamente,
todo a € ¥ define uma particao de Z em subconjuntos

Si={ne€eZ:a,=1i}, i=1,...,1
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Vamos mostrar que para todo o € ¥ e todo ¢ > 1, existem m € Z e n > 1 tais
que
Am4n = = Qmign- (151)

Em vista do que acabamos de observar, isto significa que para toda particao
{S1,...,5} e todo ¢ > 1 existe i € {1,...,1} tal que S; contém alguma pro-
gressdo aritmética de comprimento g. Como a familia dos S; é finita, isso implica
que algum S; contém progressoes aritméticas de comprimento arbitrariamente
grande. E claro que uma progressao aritmética de comprimento ¢ contém pro-
gressoes aritméticas de todos os comprimentos menores que ¢. Portanto, segue
que S; contém progressoes aritméticas de todos os comprimentos, tal como é
afirmado no teorema. Resta provar a afirmacio em (1.5.1).
Para tal, consideremos em ¥ a distancia d(8,v) = 2-NEBY) onde

N(B,7) =max{N >0: 3, =, para todo n € Z com |n| < N }.

Note que
d(f,7) <1 se, e somente se, Sy = 7. (1.5.2)

Como o espago métrico (X,d) é compacto, o fecho Z = {o™(a):n € Z} da
trajetoria de o é também um compacto. Além disso, Z é invariante pelo des-
locamento. Consideremos as transformagoes fi = o, fo = o2, ..., f, = o
definidas de Z em Z. E claro que as f; comutam entre si. Portanto, pode-
mos aplicar o Teorema 1.4.1 para concluir que existe § € Z e uma sequéncia
(ng)r — oo tal que

lillcrnff’“(Q) =0 paratodoi=1,2,...,q.
Observe que finj = ¢'". Em particular, podemos fixar n = n; tal que os

iterados o™ (8), o®*(0), ..., 09™(f) estdo todos a distdncia menor que 1/2 do
ponto §. Consequentemente,

d(am(Q),an(Q)) <1 paratodol<14,j<g.

Entao, como @ estd no fecho Z da 6rbita de «, podemos encontrar m € Z tal
que 0™ () estd tao préximo de € que

40"+ (). 0™ () <1 para todo 1 <i.j < g.

Levando em conta a observacdo (1.5.2) e a definicdo do deslocamento o, isto
quer dizer que Q4 = -+ = Qyqn, como pretendiamos provar. Isto completa
a demonstracao do teorema de van der Waerden.

1.5.2 Teorema de Szemerédi

Agora vamos demonstrar o Teorema 1.5.5. Para isso, usaremos o mesmo tipo de
diciondrio entre particoes de Z e sequéncias de inteiros que foi usado na seg@ao
anterior para provar o teorema de van der Waerden.
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Considere S um conjunto com densidade superior positiva, isto é, tal que
existe ¢ > 0 e existem intervalos I; = [a;,b;) de Z tais que

I.
li]m#Ij:oo e li?wz

Associamos a S a sequéncia a = (a;)jez € X = {0, 1}% definida por:

C.

Oéj:1<:>jES.

Considere o deslocamento o : ¥ — ¥ e o subconjunto A = {a € ¥ : ap =1} de
Y. Note que A é um aberto e também um fechado, uma vez que tanto ele quanto
0 seu complementar sao cilindros de ¥. Note também que, para qualquer j € Z,

clla)eAsaj=1ej5€8.

Logo, para mostrar o teorema de Szemerédi basta provar que para todo k € N
existem m € Z e n > 1 tais que

m+n(

o a),c™ M (q),...,c™ k" (@) € A. (1.5.3)

Para tal, considere a sequéncia p; de probabilidades definidas em X por:

1
Hy = #7@ Z 50-11(g). (154)

iel;

Como o conjunto M;(X) das probabilidades em ¥ é compacto, a menos de
substituir (u;); por uma subsequéncia, podemos supor que ela converge na
topologia fraca* para alguma probabilidade p de X.

Observe que p é uma probabilidade c-invariante pois, para toda fungao
continua ¢ : ¥ — R, vale

[ oo ardn; = g 3 plo't@) + g [plo" (@) - plo™ (a)]
= [ e + 57 [e(o" @) - oo ()]

e, passando ao limite quando j — oo, isto dé que [(¢oo)du = [¢du. Observe
também que p(A) > 0. De fato, como A é fechado,

SNI;
p(A) > limsup pj(A) = limsup M > ¢
J J #1,
Dado qualquer k > 1, considere as transformacoes f; = o' parai=1,...,k. o

claro que estas transformacoes comutam entre si. Entao, estamos em condigoes
de aplicar o Teorema 1.4.2 e concluir que existe algum n > 1 tal que

p(Ano "(A)N---Nno " (4)) > 0.
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Como A é aberto, isto implica que
mw(Ane ™(A)N---No " (A)) >0

para qualquer [ suficientemente grande. Pela definicao de p; em (1.5.4), isto
quer dizer que existe algum m € I; tal que

o™(a) € ANo " (A)N---Na Fr(A).

Em particular, 0™ (a) € A para todo i = 1,...,k, como queriamos provar.

1.6 Exercicios

1.6.1. Seja f : M — M uma transformacao mensuravel. Mostre que uma
medida de Dirac §, é invariante por f se, e somente se, p é ponto fixo de
f. Mais geralmente, a probabilidade 0,5 = k™1 (0p + 0p(p) + -+ + Opi-1(y)) €
invariante por f se, e somente se, f*(p) = p.

1.6.2. Prove a seguinte versao da Proposicdo 1.1.1. Sejam M um espago
métrico, f : M — M uma transformagao mensuravel e p uma medida em M.

Mostre que se
Jodu=[ooran

para toda fungao continua limitada ¢ : M — R entao f preserva a medida pu.

1.6.3. Prove que se f : M — M preserva uma medida p entao, dado qualquer
k > 2, o iterado f* preserva u. Decida se a reciproca é verdadeira.

1.6.4. Suponha que f : M — M preserva uma probabilidade u. Seja B C M
um conjunto mensuravel que satisfaz qualquer uma das seguintes condigoes:

L w(B\ f7H(B)) =0;
2. u(f~H(B)\ B) =0;
3. w(BAf~H(B)) = 0;
4. f(B) C B.
Mostre que existe C' C M tal que f~1(C) = C e u(BAC) = 0.

1.6.5. Seja f : U — U um difeomorfismo C' de um aberto U C R%. Mostre
que a medida de Lebesgue m é invariante por f se, e somente se, |det Df| = 1.

1.6.6. Mostre que o seguinte enunciado é equivalente ao Teorema 1.2.1, isto é,
qualquer um deles pode ser obtido a partir do outro. Seja f : M — M uma
transformagao mensuravel e seja ;. uma medida invariante finita. Seja E C M
qualquer conjunto mensurdvel com p(E) > 0. Entao existe N > 1 e um conjunto
D C E com medida positiva, tal que fV(x) € E para todo ponto x € D.
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1.6.7. Seja f : M — M uma transformagao invertivel e suponha que p é uma
medida invariante nao necessariamente finita. Seja B C M um conjunto com
medida finita. Mostre que, dado qualquer conjunto mensurdvel £ C M com
medida positiva, quase todo ponto x € FE regressa infinitas vezes a E ou tem
apenas um numero finito de iterados em B.

1.6.8. Seja f : M — M uma transformagdo invertivel e suponha que p é
uma medida invariante o-finita: existe uma sequéncia crescente de subconjuntos
mensuraveis My, com pu(Mj) < oo para todo k e Uy My, = M. Dizemos que um
ponto = vai para infinito se, para qualquer k, existe apenas um numero finito de
iterados de x que estao em M. Mostre que, dado qualquer conjunto mensuravel
E C M com medida positiva, quase todo ponto x € FE regressa a E infinitas
vezes ou vai para infinito.

1.6.9. Sejam f : M — M uma transformacao, nao necessariamente invertivel,
1 uma probabilidade invariante e D C M um conjunto com medida positiva.
Prove que quase todo ponto de D passa uma fracao positiva do tempo em D:

1 .
limsup—#{0<j<n—-1:f/(z) e D} >0
non

para p-quase todo ponto x € D. [Observagdo: D4 para substituir lim sup por
lim inf no enunciado, mas a prova desse fato terd que esperar até o Capitulo 2.]

1.6.10. Seja f : M — M uma transformacao mensuravel que preserva uma
medida finita p. Dado qualquer conjunto mensurdvel A C M com p(A4) > 0,
sejany < ng < --- a sequéncia dos valores de n tais que p(f~"(A)NA) > 0. O
objetivo deste exercicio é mostrar que o conjunto Vi = {n1,na, ...} é sindético,
ou seja, que existe C' > 0 tal que n;+1 —n; < C para todo i.

1. Mostre que para qualquer sequéncia crescente ky < ko < --- existem
j>i>1tal que u(AN f~Fi=k)(A)) > 0.

2. Dada qualquer sequéncia infinita ¢ = ([;); de ndmeros naturais, denote
por S(¢) o conjunto de todas as somas finitas de elementos contiguos de
£. Mostre que V4 intersecta S(¢) qualquer que seja £.

3. Deduza que o conjunto V4 ¢ sindético.
[Observagao: Veremos outra demonstragao deste fato no Exercicio 2.3.2.]

1.6.11. Mostre que se f : [0,1] — [0,1] é uma transformagdo mensurével pre-
servando a medida de Lebesgue m entdo m-quase todo ponto z € [0, 1] satisfaz

liminf n|f"(z) — 2| < 1.
n

[Observagao: Boshernitzan [Bos93] provou um resultado bastante mais geral, a
saber que liminf,, n'/?d(f"(z),z) < co para p-quase todo ponto e toda proba-
bilidade p invariante por f: M — M, se M é um espaco métrico separavel cuja
medida de Hausdorff d-dimensional é o-finita.]
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1.6.12. Seja w = (1 +/5)/2 a razdo durea e seja f : [0,1] — [0,1] a trans-
formagao definida por f(z) = (x +w) — [z +w]. Dado z, verifique que n|f™(z) —
x| = n?|w —¢,| para todo n, onde (g,), — w é a sequéncia de niimeros racionais
dada por g, = [z +nw]/n. Usando que as raizes do polinémio R(z) = 2% —z—1
s30 w e w — /5, mostre que liminf,, n%|w — ¢,| > 1/4/5. [Observagao: Isto mos-
tra que a constante 1 no Exercicio 1.6.11 nao pode ser substituida por nenhuma
outra menor que 1/ V/5. Nio é conhecido se 1 é a menor constante que vale para
toda transformagcao no intervalo.

1.6.13. Utilizando o Lema 1.3.3, dé outra prova de que a transformagao ex-
pansao decimal f(z) = 10x — [10x] preserva a medida de Lebesgue no intervalo.

1.6.14. Prove que, para quase todo nimero = € [0,1] cuja expansdo decimal
contém o bloco 617 (por exemplo x = 0,3375617264 - --), esse bloco aparece
infinitas vezes na expansao. V4 mais longe e mostre que, de fato, o bloco 617
aparece infinitas vezes na expansao decimal de quase todo = € [0, 1].

1.6.15. Para (Lebesgue) quase todo nimero xy € (1/618,1/617) o niimero 617
aparece infinitas vezes na sua expansao em fragao continua, isto é, a, = 617
para infinitos valores de n € N.

1.6.16. Seja G a transformagcdo de Gauss. Mostre que um nimero z € (0,1) é
racional se, e somente se, existe n > 1 tal que G™(x) = 0.

1.6.17. Considere a sequéncia 1,2,4,8,...,a, = 2™,... das poténcias de 2.
Mostre que dado qualquer digito ¢ € {1,...,9}, existe uma quantidade infinita
de valores n tais que a,, comeca com este digito.

1.6.18. Prove a seguinte extensao do Lema 1.3.3. Suponha que f: M — M é
um difeomorfismo local de classe C! de uma variedade riemanniana compacta
M. Seja vol a medida de volume em M e seja p : M — [0,00) uma fungao
continua. Mostre que f preserva a medida u = pvol se, e somente se,

p(z)
E — - tod M.
Tt DS ()| ply) para todo y €
z€f~1(y)

No caso em que f é invertivel isto significa que f preserva a medida u se, e
somente se, p(x) = p(f(x))|det D f(zx)| para todo x € M.

1.6.19. Mostre que se A é uma matriz n X n com coeficientes inteiros e deter-
minante diferente de zero, entdo a transformacdo f4 : T — T¢ definida por
fa([z]) = [A(x)] preserva a medida de Lebesgue de T9.

1.6.20. Mostre que a medida de Lebesgue em S' é a tnica probabilidade no
circulo S' que é invariante por todas as rotacdes. De fato, ela é a tinica proba-
bilidade invariante por todas as rotacdes racionais de S*.

1.6.21. Suponha que 8 = (64, ...,0y) é vetor racionalmente dependente. Mostre
que existe alguma funcio continua ¢ : T¢ — C nio constante tal que po Ry = (.
Conclua que existem abertos U e V', ndo vazios, disjuntos e invariantes por Ry,
ou seja, tais que Ry(U) = U e Ry(V) = V. Deduza que nenhuma érbita O([z])
da rotacdo Ry é densa em T?.
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1.6.22. Suponha que 6 = (64,...,60;) é vetor racionalmente independente. Mos-
tre que se V. C T? é aberto, nao vazio, invariante por Ry, entdo V é denso no
toro. Conclua que U,ezRj(U) é denso no toro, qualquer que seja o aberto nao
vazio U. Conclua que existe [z] cuja érbita O([z]) pela rotagdo Ry é densa em
T?. Deduza que O([y]) é densa em T? para todo [y].

1.6.23. Seja U um aberto de R*? e H : U — R uma funcao de classe C2.
Representamos as varidveis em R?¢ por (p1y--+sDPdsq1,---,qd). O campo de
vetores hamiltoniano associado a H é definido por

OH OH OH OH
F(p17"',pdaq17"'7qd):( a )

g1 0gqa” Opr T Opa
Verifique que o fluxo definido por F preserva o volume.

1.6.24. Seja f : U — U um difeomorfismo de classe C! preservando a medida
de Lebesgue num aberto U de R?. Seja H : U — R uma integral primeira de f,
ou seja, uma funcdo de classe C! tal que H o f = H. Seja ¢ um valor regular
de H e seja ds a medida de volume definida na hipersuperficie H. = H~!(c)
pela restricdo da métrica riemanniana de RY. Mostre que a restricdo de f a
hipersuperficie H. preserva a medida ds/|| grad H]|.

1.6.25. Mostre, por meio de exemplos, que a conclusao do Teorema 1.4.1 ¢
falsa, em geral, se as transformacoes f; nao comutam.

1.6.26. Seja G o grupo abeliano gerado por homeomorfismos fi,..., f; : M —
M num espago métrico compacto que comutam entre si. Mostre que existe X C
M minimal para a relacdo de inclusao na familia dos fechados, G-invariantes,
nao vazios.

1.6.27. Mostre que se ¢ : M — R é uma funcao semicontinua superiormente
num espago métrico compacto entao ¢ atinge o seu supremo, isto é, existe p € M
tal que ¢(p) > () para todo x € M.

1.6.28. Mostre que se ¢ : M — R é uma funcdo semicontinua (superiormente
ou inferiormente) num espago métrico compacto entdao o conjunto dos pontos de
continuidade de ¢ contém uma intersecao enumeravel de subconjuntos abertos
e densos de M. Em particular, o conjunto dos pontos de continuidade é denso
em M.

1.6.29. Seja f : M — M uma transformacao mensuravel preservando uma
medida finita g. Dado k > 1 e A C M com medida positiva, mostre que para
quase todo = € A existe n > 1 tal que f9"(z) € A para todo 1 < j < k.

1.6.30. Sejam fi,..., f; : M — M homeomorfismos de um espaco métrico com-
pacto que comutam entre si. Por definicdo, o conjunto nao errante Q(f1,..., fq)
é o conjunto dos pontos x € M tais que para toda vizinhanca U de x existem
ni,...,ng > 1 tais que f"* -+ f(U) intersecta U. Prove que Q(f1,..., f,) é
um compacto, nao-vazio.
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1.6.31. Demonstre o Lema 1.5.2.

1.6.32. Mostre que a conclusao do Teorema 1.5.1 ainda vale para partigoes
de subconjuntos finitos de Z, desde que sejam suficientemente grandes. Mais
precisamente: dados ¢,l > 1 existe N > 1 tal que, dada qualquer particao do
conjunto {1,2,..., N} em [ subconjuntos, algum desses subconjuntos contém
progressoes aritméticas com comprimento gq.

1.6.33. Um ponto = € M é dito super nao errante se, dada qualquer vizinhanga
U de z e dado qualquer k > 1, existe n > 1 tal que ﬂ?zoffj”(U) # (). Mostre
que o teorema de van der Waerden é equivalente ao seguinte enunciado: toda
aplicagao invertivel num espago métrico compacto tem algum ponto super nao
errante.

1.6.34. Prove a seguinte generalizagao do teorema de van der Waerden para
dimensdo arbitraria (teorema de Griinwald): dada qualquer particio finita N*¥ =
Sy U---US; e qualquer ¢ > 1, existem j € {1,...,1}, d € Ne b € N* tais que

b+d(as,...,ar) € S; paraquaisquer 1 <a; <gel <i<k.

1.7 Problemas Abertos

1.7.1 ( Conjectura 2x, 3x de Furstemberg). Considere as transformacdes f(z) =
2z mod 1 e g(z) = 3z mod 1 definidas no circulo S'. E verdade que a tinica
medida invariante para f e g que nao é atomica é a medida de Lebesgue?

1.7.2. Determine se o nimero 7 possui infinitos digitos 4.
1.7.3 (Conjectura de Erdos). Todo conjunto S C N tal que > 1/n < oo

nes
contém progressoes aritméticas de comprimento arbitrério.



Capitulo 2

Teoremas Ergddicos

Neste capitulo apresentaremos alguns dos resultados fundamentais da Teoria
Ergédica. Para motivar o tipo de enunciado, consideremos um conjunto men-
surdvel E C M com medida positiva e um ponto x € M qualquer. Queremos
analisar o conjunto dos iterados de = que visitam F, isto é,

{j>0:f/(z) € E}.

Por exemplo, o teorema de recorréncia de Poincaré afirma que, para quase todo
x € E, este conjunto ¢é infinito. Gostariamos de ter informagao mais precisa, de
natureza quantitativa. Chamamos tempo médio de visita de x a E o valor de

1 .
T(E,z) = li_>m ﬁ#{O <j<n:fl(z)eE}. (2.0.1)
No caso de fluxos temos uma nog¢ao analoga, definida por
1
T(E,z) = lim —m({0<t<T: f'(z) € E}) (2.0.2)
T—oo T

(m é a medida de Lebesgue na reta). Seria interessante saber, por exemplo,
em que condigoes este tempo médio de visita é positivo. Antes de abordar este
problema, é necesséario responder a uma questao ainda mais bésica: os limites
em (2.0.1)-(2.0.2) existem?

Estas perguntas remontam ao trabalho do fisico austriaco Ludwig Boltzmann
(1844-1906), fundador da teoria cinética dos gases. Boltzmann era partiddrio
da teoria atomica, que na época ainda era muito controversa, segundo a qual a
matéria gasosa estd formada por um grande nimero de mintdsculas particulas
em movimento e que se chocam continuamente. Em principio, seria possivel
descrever o comportamento de um gas aplicando as leis da Mecanica Newtoniana
a cada uma das suas particulas (moléculas). Na pratica isso nao é realista,
porque o nimero de moléculas é enorme.

O problema da teoria cinética dos gases era, entao, explicar o comportamento
dos gases no nivel macroscopico, como resultado estatistico da combinagao de

33
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todos esses movimentos das suas moléculas. Para formular matematicamente
a sua teoria, Boltzmann precisou de fazer uma suposicao, que ficou conhecida
como hipotese ergddica. Em linguagem moderna, a hipétese ergédica afirma
que, para os sistemas (fluxos hamiltonianos) que descrevem o movimento das
particulas de um gés, o tempo médio de visita a qualquer subconjunto mensurdvel
FE existe e € igual a medida de E, para quase todo ponto x.

O esforgo para validar (ou invalidar) esta hipétese conduziu a importantes
avancos tanto em Matemética (Teoria Ergddica, Sistemas Dindmicos) quanto
em Fisica Tedrica (Mecéanica Estatistica). O que nos interessa neste capitulo
sao os resultados matematicos relativos a existéncia do tempo médio de visita.
A questao de saber quando 7(E,z) = u(E) para quase todo x serd tratada no
Capitulo 3.

Representando por ¢ a fungao caracteristica do conjunto E, podemos rees-
crever a expressao no lado direito de (2.0.1) como:

1 n—1 .
Jim ]Z::O o (7 (@)). (2.0.3)
Isto sugere uma generalizacao natural da nossa pergunta inicial: o limite acima
existe para fungdes ¢ muito gerais, por exemplo, para todas as fungoes in-
tegraveis?

O teorema ergédico de von Neumann (Teorema 2.1.6) afirma que, de fato, o
limite em (2.0.3) existe no espago L?(11), para toda fungao ¢ € L?(u). O teorema
ergddico de Birkhoff (Teorema 2.2.3) vai mais longe e afirma que ha convergéncia
em p-quase todo ponto, para toda fungao ¢ € L'(u). Em particular, o limite
em (2.0.1) estd bem definido para p-quase todo x (Teorema 2.2.1).

Daremos uma demonstracao direta do teorema de von Neumann e também
mostraremos como ele pode ser deduzido do teorema ergdédico de Birkhoff.
Quanto a este ultimo, iremos obté-lo como caso particular de um resultado
ainda mais forte, o teorema ergédico subaditivo de Kingman (Teorema 2.3.3).
Este teorema afirma que v, /n converge em quase todo ponto, para qualquer
sequéncia de fungoes ¥, tal que Yo yn < Y + Py 0 .

2.1 Teorema ergdédico de von Neumann
Nesta secao enunciamos e provamos o teorema ergodico de von Neumann.

2.1.1 Isometrias em espagos de Hilbert

Seja H um espaco de Hilbert e seja F' um subespago fechado de H. Entao
H=FaF* (2.1.1)

onde F+ = {w € H : v-w = 0 para todo v € F'} é o complementar ortogonal
de F. A projegdo Pr : H — F associada & decomposicao (2.1.1) é chamada
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projecao ortogonal sobre F'. Ela estd unicamente caracterizada por
|z — Pp(x)|| = min{|jz —v|| : v € F}.

Observe que Pr(v) = v para todo v € F e, por consequéncia, Pz = Pp.
Exemplo 2.1.1. Considere o espaco de Hilbert L?(u), com o produto interno
¢ = / e dp.

Seja F o espaco das fungoes constantes. Dada qualquer ¢ € L?(u), temos que
(Pr(¢) —¢) -1 =0, ou seja,
Pr(p)-1=¢-1.

Como Pr(yp) é uma funcao constante, o lado esquerdo desta igualdade é igual
a Pr(p). O lado direito é igual a [ ¢du. Portanto, a projegao ortogonal no
subespago F' é dada por

Pr(p) :/@d/L

O operador adjunto U* : H — H de um operador linear continuo U : H — H
estd definido pela relagao

U*u-v=u-Uv paratodo u,v € H. (2.1.2)
O operador U diz-se uma isometria se ele preserva o produto interno:
Uu-Uv=wu-v paratodou,ve H. (2.1.3)

Isso é equivalente a dizer que U preserva a norma de H. Outra condigao equi-
valente é U*U = id. De fato,

Uu-Uv=wu-vparatodou,v < U*Uu-v=u-v para todo u,v.

A propriedade U*U = id implica que U é injetivo; em geral, uma isometria
pode nao ser sobrejetiva.

Exemplo 2.1.2. Se f: M — M preserva uma medida g entao, o seu operador
de Koopman Uy : L?(p) — L?(u) definido por Uyg = g o f é uma isometria.

Chamamos conjunto dos vetores invariantes de um operador linear continuo
U : H — H ao subespago

I(U)={ve H:Uv=uv}

Observe que I(U) é um subespaco vetorial fechado, uma vez que U é continuo.
Quando U é uma isometria, temos que I(U) = I(U*):

Lema 2.1.3. Se U : H — H ¢ uma isometria entdo Uv = v se, e somente se,
Uv=w.
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Demonstra¢do. Como U*U = id, é claro que Uv = v implica U*v = v. Agora
suponha que U*v = v. Entdao Uv-v = v -U*v = v-v = |[v]|?. Logo, usando que
U preserva a norma de H,

|[Uv — | = (Uv —v) - (Uv—v) = |Uv||> =Uv-v—v-Uv+|v||* =0.
Isto significa que Uv = v. O

Para encerrar esta breve discussao, citamos um resultado classico de Anélise
Funcional, devido a Marshall H. Stone, que permite reduzir o estudo dos ope-
radores de Koopman de sistemas a tempo continuo ao caso discreto.

SejaU; : H— H,t € Rum grupo a 1-parametro de operadores lineares num
espago de Banach: isto significa que Uy = id e U;4s = U U para todo t, s € R.
Dizemos que o grupo é fortemente continuo se

lim Uyv = Uyv, paratodotp e Reve H.
t—to

Teorema 2.1.4 (Stone). Se Uy : H — H, t € R é um grupo a l-pardametro
fortemente continuo de operadores unitdrios num espaco de Hilbert complexo,
existe um operador auto-adjunto A, definido num subespaco denso D(A) de H,
tal que Uy | D(A) = €'*4 para todo t € R.

O leitor pode conferir a demonstracao no livro de Yosida [Yos68, § IX.9] e
damos uma aplicacao simples no Exercicio 2.3.5. O operador iA é chamado
gerador infinitesimal do grupo. Ele pode ser calculado por meio da igualdade

. .1
1Av = %gr(l) n (U — ). (2.1.4)

Veja em Yosida [Yos68, § IX.3] uma prova de que o limite no lado direito existe
para todo v num subespaco denso de H.

Exemplo 2.1.5. Seja H o espaco de Banach das funcoes continuas ¢ : S* — C,
munido da norma da convergéncia uniforme. Defina U(¢)(z) = ¢(x + t) para
cada funcao ¢ € H. Observe que (Uy); é um grupo a l-parametro fortemente
continuo de isometrias de H. O gerador infinitesimal estd dado por

iA(z) = lim ~ (U9(w) — 9(x) = lim + (6(z + ) — 9(x)) = ¢'(x).

=1
t—0
Note que o seu dominio é o conjunto das funcdes de classe C!, o qual é denso

em H, como sabemos.

2.1.2 Enunciado e prova do teorema

O nosso primeiro teorema ergddico é:
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Teorema 2.1.6 (von Neumann). Seja U : H — H uma isometria num espago
de Hilbert H, e seja P a projecao ortogonal sobre o subespago I(U) dos vetores
mwvariantes por U. Entdo,

n—1
1 .
. i
nhm - E U’v=Pv para todov € H. (2.1.5)

j=0

Demonstracao. Seja L(U)_o conjunto dos vetores v € H da forma v = Uu — u
para algum u € H e seja L(U) o seu fecho. Afirmamos que

I(U) = L(U)*. (2.1.6)

Isto pode ser verificado da seguinte forma. Considere quaisquer v € I(U) e
w € L(U). Pelo Lema 2.1.3, temos que v € I(U*), ou seja U*v = v. Além
disso, por definicao de L(U), existem u,, € H, n > 1 tais que (Ut — Up)n — w.
Entao

Ve (Uty —up) =v-Utty =0 -ty =U 0ty —v-u, =0

para todo n e, como consequéncia, v - w = 0. Isto prova que I(U) C L(U)*..
Em seguida, considere qualquer v € L(U)*. Entdo, em particular,

v-(Uu—u)=0 ouseja, U'v-u—v-u=0

para todo u € H. Isto quer dizer que U*v = v. Usando Lema 2.1.3 uma vez
mais, deduzimos que v € I(U). Isto mostra que L(U)+ C I(U) e, portanto, a
prova de (2.1.6) estd completa. Como consequéncia, usando (2.1.1),

H=I(U)® L(U). (2.1.7)

Agora vamos verificar a igualdade (2.1.5), sucessivamente, quando v € I(U),
quando v € L(U), e no caso geral. Suponha primeiro que v € I(U). Por um
lado, Pv = v. Por outro lado,

para todo n. Logo esta sequéncia converge para v quando n — co. Isto prova
(2.1.5) neste caso.

Em seguida suponha que v € L(U). Entao, por definigao, existe u € H tal
que v =Uu — u. E imediato que

1n—1 1n—1 1
1 g, 1 J+l, i) — L.,
njz::OUU njzz:o(U u—U'u) n(Uu u).

A norma desta tltima expressao estd majorada por 2||u||/n e, portanto, converge
para zero quando n — oo. Isto mostra que
1 n—1
- Joy
hyrln - ZO U’v=0 paratodov e L(U). (2.1.8)
-7:
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Mais em geral, suponha que v € L(U). Entao, existem v, € L(U) convergindo
para v quando k — oco. Observe que

1 n—1 , 1 n—1 ] 1 n—1 )
1= > v - EZUJUICH < EZ 107 (v — i) | < Jlv = vg|
=0 =0 =0

para todo n e todo k. Juntamente com (2.1.8), isto implica que

ln—l ) B
lim — Uv=0 tod LU). 2.1.9
I’I‘nnjz::() v para todo v € L(U) ( )

Como a relagdo (2.1.6) implica que Pv = 0 para todo v € L(U), isto mostra que
(2.1.5) vale também quando v € L(U).
O caso geral de (2.1.5) segue imediatamente, ja que H = I(U) & L(U). O

2.1.3 Convergéncia em L*(u)

Dada uma transformacao mensuravel f : M — M que preserva uma probabili-
dade p em M, dizemos que uma fungao mensuravel ¢ : M — R é invariante se
Yo f =1 em p-quase todo ponto. O seguinte resultado é um caso particular
do Teorema 2.1.6:

Teorema 2.1.7. Para qualquer ¢ € L*(11), seja ¢ a projecio ortogonal de ¢
no subespaco das fungoes invariantes. Entdo a sequéncia

1 n—1 )
7Z<pof3 (2.1.10)
n=

converge para $ no espago L?(u). Se f € invertivel, entdo a sequéncia
1 n—1
=Y pof (2.1.11)
Ul

também converge para ¢ em L*(p).

Demonstragio. Seja U = Uy : L*(u) — L*(u1) o operador de Koopman de uma
transformagao f : M — M que preserva uma medida finita u. Note que uma
fungao v estd em I(U) se, e somente se, ) o f = 1 em p-quase todo ponto.
Seja @ a projecao ortogonal de ¢ em I(U). Pelo Teorema 2.1.6, a sequéncia em
(2.1.10) converge para ¢ em L?(u). Isto prova a primeira afirmacao.

A segunda afirmagao ¢ andloga, considerando U = Uy-1, ou seja U = Uf_l.
Obtemos que a sequéncia em (2.1.11) converge para a proje¢ao ortogonal de ¢
no espago I(U;l). Observando que I(U}?I) = I(Uy), concluimos que o limite
desta sequéncia é a mesma fungao ¢ que obtivemos antes. O
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2.2 Teorema ergoédico de Birkhoff

O teorema que apresentamos nesta se¢do foi demonstrado por George David
Birkhoff. E devida a ele a noc¢ao de distancia projetiva, um dos maiores ma-
tematicos americanos da sua geragao e autor de muitas outras contribuigoes fun-
damentais em Dinamica. O teorema de Birkhoff melhora bastante o teorema de
von Neumann porque a sua conclusao é formulada em termos de convergéncia
em p-quase todo o ponto, que neste contexto é uma propriedade mais forte do
que convergéncia em L2(u), conforme explicamos na Secio 2.2.3.

2.2.1 Tempo médio de visita
Comegamos por enunciar a versao do teorema para tempos médios de visita:

Teorema 2.2.1 (Birkhoff). Seja f : M — M wuma transformagao mensurdvel
e i uma probabilidade invariante por f. Dado qualquer conjunto mensurdvel
E C M, o tempo médio de visita

T(E,x)zli?%#{jzo,l,...,n—l:fj(x) € E}

existe em p-quase todo ponto x € M. Além disso, [ 7(E,z)du(z) = u(E).
Observe que se 7(F, x) existe para um certo ponto z € M entao
T(E, f(z)) = 7(E, x). (2.2.1)

De fato, por definigao,

(B, f(@)) = lim = D" Xp(f(2)

n—1

= tim S Xe(P (@)~ [Xe(e) — Xn(f" ()]
3=0

1 n
=7(E,z) — lim - [Xe(x) — Xp(f"(2))].
Como a fungao caracteristica é limitada, o ultimo limite é igual a zero. Isto
prova a igualdade (2.2.1).
O exemplo a seguir mostra que o tempo médio de visita nao existe para todo
ponto, em geral:

Exemplo 2.2.2. Considere o nimero = € (0, 1) definido pela expansao decimal
z = 0,a1aza;3..., onde a; = 1 se 28 < i < 25*! com k par e a; = 0 se
2k < i < 2kt com k fmpar. Ou seja,

z =0,10011110000000011111111111111110.. .,

onde os blocos alternantes de Os e de 1s tém comprimentos dados pelas sucessivas
poténcias de dois. Seja f : [0,1] — [0, 1] a transformacao definida na Segao 1.3.1
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e seja £ =[0,1/10). Isto é, F é o conjunto dos pontos cuja expansao decimal
comeca com o digito 0. E ficil ver que se n = 2 — 1 com k par entdo

n—1
1 ; 20423 ... 42k 9
—_ X J = = -
n; w(f(z)) oF 1 3

Por outro lado, se n = 2¥ — 1 e k fmpar entdo

n—1

1 , 21 423 ... 4 2k2 2k — 2 1
- X J — — - =
n;) B(f!(@)) 9k — 1 3(2F—1) 3

quando k — co. Assim, o tempo médio de visita de x ao conjunto E nao existe.

2.2.2 Meédias temporais

Conforme observamos anteriormente
7(E,z) = lim 1 ”il o(f(x)), onde ¢ = Xp.
non
O préximo enunciado generaliza o Teorema 2.2.1 para o caso em que ¢ é uma

funcédo integravel qualquer:

Teorema 2.2.3 (Birkhoff). Seja f : M — M wuma transformagdo mensurdvel
e seja u uma probabilidade invariante por f. Dada qualquer func¢do integrdvel
p: M — R, o limite

n—1
Ba) = Tim = 5" p(f () (222)
j=0

existe em p-quase todo ponto x € M. Além disso, a func¢do ¢ definida desta
forma € integravel e satisfaz

[ e@ duta) = [ ol dut).

Um pouco mais adiante obteremos este teorema como caso particular de
um resultado mais geral, o teorema ergédico subaditivo. O limite ¢ é chamado
média temporal, ou média orbital, de ¢. A proposicao a seguir mostra que as
médias temporais sao constantes ao longo de érbitas, em p-quase todo ponto,
generalizando a igualdade (2.2.1):

Proposigao 2.2.4. Seja o : M — R uma func¢ao integrdvel. Entao,

o(f(z)) = @(x) para p-quase todo ponto x € M. (2.2.3)
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Demonstracdo. Por definigao,

B(F() = lim L3 (@) = tim LS o(P @) + L el @) - o)
j=1 j=0

¢(x) + lim *[ (f"(2) — ¢(2)].

n—oo n
Vamos precisar do seguinte lema:

Lema 2.2.5. Se ¢ é uma fung¢do integrdvel entao limy, (1/n)é(f™(z)) = 0 para
w-quase todo ponto x € M.

Demonstracao. Fixe qualquer € > 0. Como p € invariante, temos que
p({z € M:|o(f"(x))| > ne}) = u({x € M : |¢(z)| = ne})

:Z ({zeM: k<|¢( )‘<k+1}).

Somando sobre todo n € N, obtemos que

iu ({z € M :|¢(f"(z))] > ne}) = ik’u ({zeM: /<:<|¢( il
n=1

s/@d
g

Como ¢ é integravel, por hipdtese, todas estas expressoes sao finitas. Isso implica
que o conjunto B(e) dos pontos x tais que |¢(f"(x))| > ne para infinitos valores
de n tem medida nula (veja o Exercicio A.1.6). Segue imediatamente da de-
finigao de B(e) que para todo x ¢ B(e) existe algum p > 1 tal que |¢(f"(x))| <
ne para todo n > p. Agora considere o conjunto B = U2, B(1/i). Entao B tem
medida nula e para todo x ¢ B vale que lim, (1/n)¢(f"(x)) = 0. O

<k+1})

Aplicando o Lemma 2.2.5 & fungdo ¢ = ¢ obtemos a igualdade (2.2.3). Isto
completa a demonstracao da Proposigao 2.2.4. O

Em geral, o subconjunto com medida total onde vale a convergéncia (2.2.2)
no Teorema 2.2.3 depende da funcao ¢ que estamos considerando. No entanto,
em alguns casos é possivel escolher esse conjunto independentemente da funcgao.
Um exemplo 1til desta situacao é o seguinte:

Teorema 2.2.6. Suponha que M € um espago métrico compacto e f : M — M
€ uma aplicacao mensurdvel. Entdo existe um conjunto mensurdvel G C M
com pu(G) =1 tal que

n—1
LS el @) = o) (224
j=0

para todo x € G e toda fungao continua ¢ : M — R.
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Demonstracdo. Pelo teorema ergédico de Birkhoff, para cada funcao continua
© existe um conjunto G(p) C M com p(G(p)) =1 tal que (2.2.4) é valido para
todo € G(p). Sabemos que o espago C°(M) das fungdes continuas admite
algum subconjunto {¢y : k € N} enumeravel denso. Tomemos

G= ﬂ G(er)-

k=1

E claro que 1(G@) = 1. Portanto basta provar que (2.2.4) vale para toda fungao
continua ¢ sempre que x € G. Isso pode ser feito da seguinte maneira. Dado
¢ € CY(M) e qualquer € > 0, tomemos k € N tal que

lp = wrll = sup {|o(z) — pr(z)| : 2 € M} <e.
Entao, dado qualquer ponto z € G,

n—1 n—1
timsup 3" 0(7()) <Tim > (7 (@) + € = Bu(a) +
n =0 =0

n—1 n—1
1 . 1 ;
— y 1 y - .
imint £ 3 o(f1(2) 2 lim - " (F(@) — = = gula) — ¢
j=0 j=0
Isto implica que
1 n—1 1 n—1
. < j R TS j < .
hmnsup - jgzo o(f7(x)) hmnlnf - JE:O o(f(x)) < 2

Como ¢ é arbitrario, segue que o limite ¢(x) existe, conforme afirmado. O

Em geral nao é possivel dizer nada sobre a velocidade da convergéncia no
Teorema 2.2.3. Por exemplo, segue de um teorema de Kakutani e Petersen
(confira as pdginas 94 a 99 do livro de Petersen [Pet83]) que se a medida p
é ergédica ! e nido atdomica entdo, dada qualquer sequéncia (a,), de ntimeros
positivos com lim,, a,, = 0, existe alguma fungao mensuravel limitada ¢ tal que

Zs@ f= /sodu‘=+oo.

Outra observacao interessante é que nao existe um anilogo do teorema
ergédico de Birkhoff para medidas invariantes infinitas. De fato, suponha que p
¢ medida invariante o-finita, mas infinita, de uma transformagao f : M — M.
Dizemos que um conjunto mensuravel W C M é errante se as pré-imagens
f7HW), i > 0 sdo disjuntas duas-a-duas. Suponha que u é ergédica e conser-
vativa, ou seja, todo conjunto errante tem medida nula. Entao, dada qualquer
sequéncia (a, ), de nimeros positivos,

IDizemos que uma medida invariante p é ergddica se f~1(A) = A a menos de medida nula
implica que p(A) = 0 ou pu(A°) = 0. O estudo das medidas ergddicas serd o tema do préximo
capitulo.
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e ou, para toda ¢ € L(u),

1 n—1
hm 1nf — Z wo fl =0 em quase todo ponto;
™ j=0

e ou existe (ng), — oo tal que, para toda ¢ € L (u),

1 ng— 1
lim — E wo fl =00 em quase todo ponto.
kan, =4

Este resultado e outros fatos correlatos estao demonstrados na Sec¢ao 2.4 do livro
de Aaronson [Aar97].

2.2.3 Teorema de von Neumann e consequéncias

O teorema de von Neumann (Teorema 2.1.7) também pode ser deduzido dire-
tamente do teorema de Birkhoff, como vamos mostrar a seguir.

Considere qualquer funcio ¢ € L?(u) e seja ¢ a sua média temporal. Co-
megamos por mostrar que ¢ € L?(y) e a sua norma satisfaz [|@||2 < ||¢||2. Para
isso, note que

n—1

1 .
5| < lim — i| e, portanto, <1< J)
A<t S loo Pl e portan, 3f° < §:|<p0f

Entao, pelo lema de Fatou (Teorema A.2.10),

{/|<ﬁ|2du} 7 < lim inf {/ (;§¢ijl)2du]l/2- (2.2.5)

Podemos usar a desigualdade de Minkowski para majorar a sequéncia do lado
direito:

[/(igwofj)zdu} . ;Z [reorra] ™ @20

Como p é invariante por f, a expressao do lado direito é igual a [f lo|? du} 12,
Portanto, (2.2.5) e (2.2.6) implicam que ||@]l2 < ||¢]l2 < co.

Agora vamos mostrar que (1/n) Z;L Olga o fJ converge para @ em L2(u).
Inicialmente, suponha que a funcao ¢ é limitada, isto é, que existe C' > 0 tal
que || < C. Entao

1 ,

‘fZgoofJ’SC paratodon e [p] <C.
n-

j:
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Entao podemos usar o teorema da convergéncia dominada (Teorema A.2.11)
para concluir que

. ! SN2 o N2
h}‘n/(njzochf]_w) du:/(hﬁnnjzwofj—ca dp =0,

0

ou seja, que (1/n) Z?:_Ol @ o f7 converge para ¢ em L?(u). Falta estender esta
conclusdo para uma fungio ¢ qualquer em L?(p). Para isso, consideremos uma

sequéncia (pg) de fungoes limitadas tal que (¢ )k converge para . Por exemplo

0 caso contrario.

or(z) { p(x) selp(@)| <k

Denotemos por ¢, as respectivas médias temporais. Dado qualquer € > 0,
fixemos kg tal que || — pr|l2 < €/3 para todo k > ko. Note que ||(¢ — i) o f7||2
é igual a || — ¢i||2 para todo j > 0, porque a medida p é invariante. Logo,

1 n—1 ]
Hﬁ Z(%’—%) o f’
j=0

<|l¢—wkll2 <e/3 paratodon >1ek > ko (2.2.7)
2

Observe também que ¢ — ¢ é a média temporal da fungao ¢ — . Portanto,
o argumento do paragrafo anterior da que

1@ — @rll2 < |l — ¢rll2 <e/3 para todo k > k. (2.2.8)

Por hipétese, para cada k > 1 existe ng(k) > 1 tal que
1 n—1 .
H*Z‘Pkof] —95kH2 < ¢e/3 para todo n > ng(k). (2.2.9)
n
§=0
Somando (2.2.7), (2.2.8), (2.2.9) obtemos
1 n—1 .
HE Z po fl— <Z)H2 < e para todo n > ng(ko).
j=0

Isto completa a prova do teorema de von Neumann a partir do teorema de
Birkhoff.

No Exercicio 2.3.10 propomos uma generalizacao destas conclusoes para um
espaco LP(u) qualquer.

Corolario 2.2.7. A média temporal ¢ de qualquer funcdo ¢ € L?(u) coincide
com a projecdo ortogonal P(p) de ¢ no subespago das fungoes invariantes.

Demonstragao. Por um lado, o Teorema 2.1.7 d& que (1/n) Z;lz_ol o fI converge
para P(¢) em L?(p). Por outro lado, acabamos de mostrar que essa sequéncia
converge para ¢ em L?(p1). Por unicidade do limite, P(¢) = @. O
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Coroldrio 2.2.8. Se f : M — M ¢ invertivel entdo as médias temporais de
qualquer funcio ¢ € L?(u) para f e para f=1 coincidem em u-quase todo ponto:

1 n—1 i 1 n—1 ,
fim = ~=lm— g - . (221
e z(:) wpo m Z;) po fI em p-quase todo ponto ( 0)
J= j=

Demonstragao. O limite do lado esquerdo de (2.2.10) é a projecao ortogonal de
¢ no subespaco das funcoes invariantes por f~!, enquanto que o limite do lado
direito é a projecao ortogonal de ¢ no subespago das funcoes invariantes por f.
E claro que estes dois subespagos sao exatamente o mesmo. Logo os dois limites
coincidem em L2 (). 0O

2.3 Teorema ergoddico subaditivo

Dizemos que uma sequéncia de fungoes ¢, : M — R é subaditiva para uma
transformagao f : M — M se

Oman < Pm + @no f para todo m,n > 1. (2.3.1)

Exemplo 2.3.1. A sequéncia ¢, : M — R diz-se aditiva se vale a igualdade
em (2.3.1), ou se€ja, s€ Yumin = Pm + @ o f para todo m,n > 1. Por exemplo,

toda soma temporal
n—1

on(2) =) o(f(2))

Jj=0

constitui uma sequéncia aditiva. E facil verificar que toda sequéncia aditiva é
desta forma, com ¢ = ;.

No proximo exemplo usamos a nogao de norma de uma matriz quadrada,
que é definida do seguinte modo. Seja A uma matriz quadrada de dimensao

d > 2. Entao
Av
IA] :sup{|”|” :veRd\{O}}. (2.3.2)
v
Segue diretamente da defini¢do que a norma do produto de duas matrizes é
menor ou igual que o produto das normas dessas matrizes:

[AB| < [|A[[[B]- (2.3.3)

Exemplo 2.3.2. Seja A: M — GL(d,R) uma fun¢io mensurédvel com valores
no grupo linear, ou seja, o conjunto GL(d, R) das matrizes quadradas invertiveis
de dimensao d. Defina

¢"(z) = A(f" (@) - A(f () Al=)

para todon > 1 ez € M. Entdo a sequéncia y,(z) = log ||¢"™(x)| é subaditiva.
De fato,

¢ (@) = ¢ (S ()9 ()
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e, portanto, usando (2.3.3),

Pmin(z) = log ¢ (f™(x))d™ ()]
<log [[¢™ ()|l +log l¢" (f™ (@)l = em () + on(f(2))

para todo m, n e x.

Lembre que, dada uma funcio ¢ : M — R representamos por ¢ : M — R
a fungdo definida por ¢ (z) = max{y(z),0}.

Teorema 2.3.3 (Kingman). Seja pu uma probabilidade invariante para uma
transformacdo f: M — M e seja ¢, : M — R, n > 1 uma sequéncia subaditiva
de fungdoes mensurdveis tal que pf € L'(u). Entdo a sequéncia (¢, /n), con-
verge em pi-quase todo ponto para uma fun¢do f-invariante ¢ : M — [—00, +00).
Além disso, o € L*(p) e

1 1
/wdu=liglg/wndu=igf5/wndu€ [—00, +00).

A prova do Teorema 2.3.3 que vamos apresentar é devida a Avila, Bochi [AB],
0s quais se inspiraram na demonstracao do Teorema 2.2.3 dada por Katznelson,
Weiss [KW82]. Um ponto importante é que o teorema ergédico de Birkhoff
nao é usado no argumento. Isso nos permitird obter o teorema de Birkhoff
como corolario do Teorema 2.3.3. Para a prova, veja [eKO14]. Vamos agora dar
algumas aplicagoes do Teorema 2.3.3.

2.3.1 Expoentes de Lyapunov

Como observamos anteriormente, toda sequéncia de somas orbitais
n—1
on= pofl, n>1
=0

é aditiva e, em particular, subaditiva. Portanto, o teorema ergddico de Birkhoff
(Teorema 2.2.3) é um caso particular do Teorema 2.3.3.

Outra corolario importante do teorema ergddico subaditivo é o teorema de
Furstenberg-Kesten, que enunciaremos a seguir.

Seja f : M — M uma transformagdo mensuravel e seja 1 uma probabilidade
invariante. Seja 6§ : M — GL(d) uma fun¢do mensurével com valores no conjunto
GL(d) das matrizes quadradas invertiveis de dimenséao d. O cociclo definido por
0 sobre a transformagao f é a sequéncia de fungoes dada por

¢"(x) = 0(f" " (x)) - 0(f(2))0(x) paran >1 e ¢°(z) =id
para todo x € M. Deixamos ao cuidado do leitor verificar que
¢ (x) = ¢"(f"(x)) - ™ (x) paratodo m,n € Zetodox € M. (2.3.4)

Também é facil verificar que, reciprocamente, qualquer sequéncia (¢™), que
satisfaz (2.3.4) é o cociclo definido por 6 = ¢* sobre a transformagao f.
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Teorema 2.3.4 (Furstenberg-Kesten). Se log™ ||0] € L'(u) entdo

1l
)\max(x) = h;’n E log ||¢ (.1?)”

eziste em p-quase todo ponto. Além disso, \},. € L'(n) e

max

.1 n el n
[ Ao =tim [ 1o " dpe =t - [ 10g 67 .
Selog™ |07 € L' () entdo
. 1 ng -
Anrlin(x) - hgn _E 1Og ||¢ (x) ! H

existe em pi-quase todo ponto. Além disso, Amin € L* (1) e

[ windu =tim == [tog11(6") 1 ds = sup— [ 1o (6") | .
non n N
Para deduzir este resultado do Teorema 2.3.3 basta observar que as sequén-
cias
Pr(x) =log " (@)l e @ (x) = logll¢" (x) "
sdo subaditivas (lembre do Exemplo 2.3.2).

O teorema ergédico multiplicativo de Oseledets, que vamos enunciar a seguir,
refina muito a conclusao do teorema de Furstenberg-Kesten. Ele afirma que, nas
mesmas condicoes do Teorema 2.3.4, para p-quase todo x € M existe um nimero
inteiro positivo k = k(z) e existem ntimeros reais Aj(z) > --- > Ag(x) e uma
filtracao

RY=V!>...>VF> VL= (0} (2.3.5)

tal que, para todo i € {1,...,k} e para u-quase todo = € M,

(a1) k(f(z)) = k(z) e Xi(f(2)) = Xi(z) e O(x) - Vi = Vi3

1 . .
(b1) lim - log ||¢" (z)v|| = \i(x) para todo v € VI \ V,itL:

k
1 . .
(c1) lim - log | det ¢™ ()| = g d;(z)\i(z), onde d;(z) = dim V! — dim Vi1
n
i=1

Além disso, os ntimeros k(z) e Ai(z),..., \x(z) e os subespacos V!,... VF
dependem mensuravelmente do ponto x.

Os nimeros A;(x) sdo chamados expoentes de Lyapunov de 6 relativamente a
f no ponto x. Eles satisfazem A\ = Apax € Ax = Amin. Por esta razao, também
chamamos Apax(x) € Amin(2) de expoentes de Lyapunov extremais no ponto x.
Cada d;(x) é chamado multiplicidade do expoente de Lyapunov A;(z).

Quando f é invertivel, podemos estender a sequéncia (¢"), a todo o Z,
definindo

¢ "(x) = ¢"(f "(x))"' paratodon>1lexc M.
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Supondo também que log™ ||§~1|| € L'(u), é possivel obter uma conclusio mais
forte do que anteriormente: no lugar da filtracao (2.3.5) obtemos uma decom-
posicao

Ri=E!® . -@EF (2.3.6)
tal que, para todoi=1,...,k,

(a2) O(x) - Ei = Ei

) € Vi = Vit @ Ei; logo, dim B = dim V) — dim VY

1 )
(b2) lirin —log ||¢" (x)v|| = Ai(x) para todo v € EY diferente de zero;
n—too n

k
i 1 n — . . . —di i
(c2) nll)rfoo - log | det ¢™(z)| = Z di(z)Ai(x), onde d;(z) = dim E?.

=1

O leitor encontra uma discussao muita mais completa destes resultados,
incluindo as demonstragoes, no Capitulo 4 do livro [Vial4].

2.3.2 Exercicios

2.3.1. Mostre que sob as hipdteses do teorema de von Neumann vale a seguinte
conclusao mais forte:

1 n—1 )
lim > o fl— Py).

n—m-—00 1 — M *
J

2.3.2. Use o exercicio anterior para mostrar que dado A C M com u(A) > 0,
o conjunto dos valores de n € N tais que pu(A N f~"(A4)) > 0 é sindético.
[Observagao: Ja vimos outra prova deste fato no Exercicio 1.6.10.]

2.3.3. Prove que o conjunto F' = {¢ € L(p) : ¢ é f-invariante} é um subespaco
fechado de L'(p).

2.3.4. Enuncie e prove uma versao do teorema de von Neumann para fluxos.

2.3.5. Seja f*: M — M, t € R um fluxo continuo num espaco métrico compacto
M e seja i uma probabilidade invariante. Verifique que o grupo a 1-parametro
Uy : L?>(u) — L*(p), t € R dos operadores de Koopman ¢ — Upp = po ft é
fortemente continuo. Mostre que p é ergddica se, e somente se, 0 é um autovalor
simples do gerador infinitesimal desse grupo.

2.3.6. Seja X = {z1,...,x,} um conjunto finito e seja ¢ : X — X uma per-
mutagdo. A permutagdo o é chamada de ciclica se ela admite uma (dnica)
orbita de cardinalidade r.

1. Dada uma permutagao ciclica o e uma funcao ¢ : X — R prove que

n—1

Tim L3 (o (@) = EELE A,

n r
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2. Mais geralmente, prove que para toda permutagao o e fungio ¢

nlinéo%i@ z)) = <P(:C)—i-g0(a(x))_;...4_()0((.,;;1(17))7
i=0

onde p > 1 é a cardinalidade da érbita de z.

2.3.7. Verifique que o Lema 2.2.5 também pode ser deduzido do teorema ergo-
dico de Birkhoff. Desta forma, também podemos enfraquecer a hipétese: basta
supor que ¢ é mensuravel e ¢ = ¢ o f — ¢ é integravel.

2.3.8. Uma funcao ¢ : Z — R é dita uniformemente quase periddica se para
cada ¢ > 0 existe L(e) € N tal que todo intervalo {n + 1,...,n + L(¢)} no
conjunto Z tem algum elemento 7 tal que |p(k+7) — (k)| < € para todo k € Z.
Chamaremos 7 de um e-quase periodo de f.

(a) Prove que se ¢ é uniformemente quase peridédica entdo ela é limitada.

(b) Mostre que para todo € > 0 existe p > 1 tal que

1 (n+1)p 1 14
’, Z ‘,,Z ‘<25 para todo n > 1.
pj:np+1 P J=1

(c) Mostre que a sequéncia (1/n) 37, ¢(j) converge para algum niimero real
quando n — oo.

(d) Mais geralmente, prove que lim,(1/n)> 7_, ¢(z + k) existe para todo
r € Z e é independente de x.

2.3.9. Prove que para Lebesgue quase todo ponto z € [0, 1], a média geométrica
dos ntumeros inteiros ai,...,a,,... na expansao de x em fragao continua con-
verge para algum valor, ou seja, existe b € R tal que lim,(ajaq - -- an)l/” =b.
[Observagao: Compare com o Exercicio 3.2.12.]

2.3.10. Seja ¢ : M — R uma fungao integravel e seja ¢ a sua média temporal,
dada pelo Teorema 2.2.3. Mostre que se ¢ € LP(u) para algum p > 1 entdo
@€ LP(u) e vale ||@]l, < |l¢llp. Além disso,

ln—l
=~ pof
§=0

converge para ¢ no espago LP(u).

2.3.11. Prove o teorema de Birkhoff para fluxos: se p é uma probabilidade
invariante por um fluxo f e ¢ € L(u) entdo a funcio

T—oo T’

T
o) = Jim = [ ol @)

estd definida em p-quase todo ponto e [ @du = [ pdpu.
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2.3.12. Prove que se uma transformacao continua f : M — M de um espaco
métrico compacto M s6 admite uma probabilidade invariante u e ela é tal que
w(A) > 0 para todo aberto ndo vazio A C M, entéo toda érbita de f é densa
em M.

2.3.13. Dé uma demonstracao direta do teorema ergédico de Birkhoff (Teo-
rema 2.2.3), usando a abordagem da demonstragao do Teorema 2.3.3.

2.3.14. Dada uma sequéncia subaditiva (¢, ), com ¢ € L!(x), mostre que as
fungoes

w_ = liminf LA w4 = limsup Pn
noon n o on

Sio f-invariantes, isto 6, ¢_(z) = ¢ o f(z) ¢ @4 (x) = p4 o f(x) para p-quase
todo z € M.

2.3.15. Enuncie e prove o teorema ergédico subaditivo para fluxos.

2.3.16. Seja f : M — M um difeomorfismo de classe C'' numa variedade
compacta, preservando a medida de Lebesgue. Verifique que

k()
di(x)\i(z) =0 em p-quase todo ponto z € M
i=1

onde A;(x), i =1,...,k(x) s@o os expoentes de Lyapunov de Df no ponto x e
di(z),i=1,...,k(x) sdo as respectivas multiplicidades.

2.3.17. Seja (¢n), uma sequéncia subaditiva de fungoes para uma transformagao
f: M — M. Chamamos constante temporal de (¢, )y ao limite

1
lim—/gandu.
non

Supondo que o limite existe e é finito, mostre que podemos escrever ¢,, = ¥, +Vn
para cada n, de tal forma que (v,), ¢ uma sequéncia aditiva e (), é uma
sequéncia subaditiva com constante temporal igual a zero.

2.3.18. Nas condigoes do teorema de Furstenberg-Kesten, mostre que a sequén-
cia ¥, = (1/n)log||¢™|| é uniformemente integrdvel, no seguinte sentido: para
todo € > 0 existe § > 0 tal que

wE)<ds = / Y dp < € para todo n.
E

2.3.19. Nas condigoes do teorema de Furstenberg-Kesten, para cada k& > 1,
seja ¥}, a média temporal da funcio ¢, = (1/k)log ||¢”| relativamente & trans-
formacio f*. Mostre que Apax(z) < Ui(z) para todo k e u-quase todo z.
Usando o Exercicio 2.3.18, mostre que para todo p > 0 e p-quase todo x existe
k tal que Uy (z) < Apax(T) + p-



Capitulo 3

Ergodicidade

Os teoremas apresentados no capitulo anterior dao plena justificativa a primeira
parte da hipdtese ergédica de Boltzmann: o tempo médio de visita 7(E,x) a
um dado conjunto mensuravel E estd bem definido para quase todo ponto .
A segunda parte da hipétese ergddica, isto é, que o tempo médio de visita seja
igual & medida de E para quase todo ponto x, é um enunciado de natureza
diferente e sera o tema do presente capitulo.

Ao longo do capitulo sempre suporemos que p é uma medida de probabi-
lidade invariante por uma transformagao mensuravel f : M — M. Diremos
que o sistema (f, u) é ergddico se, dado qualquer conjunto mensurdvel E, temos
7(E,z) = u(E) para p-quase todo ponto x € M. Vamos ver que isto equivale
a dizer que o sistema é dinamicamente indivisivel, no sentido de que qualquer
conjunto invariante tem medida nula ou medida total. Outras formulagoes equi-
valentes da propriedade de ergodicidade serao discutidas na Secao 3.1. Uma de-
las é que médias temporais coincidem com médias espaciais: para toda fungao
integravel o,

n—1
1 .
lim — E J = d - tod to.
171111nj:0<p(f (2)) /gp 1 em p-quase todo ponto

Na Secgao 3.2 apresentaremos, por meio de exemplos, diversas técnicas para
provar ou negar ergodicidade. A maioria serd reutilizada posteriormente, em
situacoes mais complexas. Em seguida adotaremos o seguinte ponto de vista:
fixamos o sistema dinamico e analisamos as propriedades das medidas ergédicas
dentro do espago de todas as medidas invariantes desse sistema dindmico. As
medidas ergddicas sao precisamente os elementos extremais desse espago.

3.1 Sistemas ergodicos

Conforme dissemos, a medida p diz-se ergédica para f (ou f diz-se ergddica
relativamente a 1) se o tempo médio de visita a qualquer conjunto mensurédvel

o1
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coincide, em p-quase todo ponto, com a medida desse conjunto. Nas duas
subsegoes a seguir estudaremos diversas propriedades equivalentes a esta.

3.1.1 Conjuntos e fungoes invariantes

Dizemos que uma funcao mensuravel ¢ : M — R é invariante se p = po f
em p-quase todo ponto. Ou seja, a menos de um conjunto com medida nula,
a funcao é constante em toda trajetoria de f. Além disso, dizemos que um
conjunto mensuravel B C M é invariante se a sua fungao caracteristica Xp é
uma funcao invariante. Em outras palavras, B é invariante se ele difere da sua
pré-imagem f~!(B) por um conjunto de medida nula:

W(BAF\(B)) = 0.

Veja no Exercicio 1.6.4 formulagoes equivalentes desta propriedade. E facil
verificar que a familia de todos os conjuntos invariantes é uma o-algebra, isto
é, ela é fechada para o complementar e para unioes e intersegoes enumeraveis.

Exemplo 3.1.1. Seja f a expansao decimal, introduzida na Secao 1.3.1, e seja
p a medida de Lebesgue. Claramente, o conjunto A = Q N [0, 1] dos ntimeros
racionais é invariante. Qutros exemplos interessantes sao os conjunto de pontos
x = 0,a1az ... em [0,1] com uma dada proporgao de digitos a; com cada valor
k € {0,...,9}. Mais precisamente, dado qualquer vetor p = (po, ..., p9) tal que
p; > 0 para todo i e ), p; = 1, defina

1
Ap={z:lim—#{1<i<n:aq, =k} =pyparak=0,...,9}.
non

Para ver que A, é invariante, observe que se z = 0,a;a2 ... entdo todo ponto
y € f~(x) se escreve na forma y = 0,bajasy ... para algum b € {0,...,9}. E
claro que o digito extra b ndo muda a frequéncia dos diversos valores 0, ..., 9
na expansao decimal. Portanto y € A, se, e somente se, x € A,.

Exemplo 3.1.2. Seja ¢ : [0,1] — R uma fung¢do em L*(u). De acordo com o
teorema ergédico de Birkhoff (Teorema 2.2.3), a sua média temporal ¢ é uma
funcdo invariante. Entao, todo conjunto de nivel

B.={z €0,1];p(x) = c}

¢ invariante. Observe também que toda funcao invariante é desta forma: é facil
ver que se ¢ ¢é invariante entao ela coincide em p-quase todo ponto com a sua
média temporal ¢.

A seguinte proposicao coleta diversas maneiras equivalentes de definir ergo-
dicidade. Dizemos que uma funcao ¢ é constante em p-quase todo ponto se
existe ¢ € R tal que p(x) = ¢ para pu-quase todo x € M.

Proposigao 3.1.3. Seja o uma probabilidade invariante de uma transformagao
mensuravel f : M — M. As segquintes condi¢des sao equivalentes:
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(a) Para todo conjunto mensurdvel B C M tem-se 7(B,x) = p(B) para -
quase todo ponto.

(b) Para todo conjunto mensurdvel B C M a fun¢do 7(B,-) é constante em
w-quase todo ponto.

(¢) Para toda fungao integrdvel ¢ : M — R tem-se ¢(z) = [pdp para p-
quase todo ponto.

(d) Para toda fungdo integravel ¢ : M — R a média temporal ¢ : M — R ¢é
constante em p-quase todo ponto.

(e) Para toda func¢ao integrdvel invariante 1 : M — R tem-se ¢(x) = [ dp
para p-quase todo ponto.

(f) Toda fungdo integrdvel invariante ¢ : M — R € constante em p-quase
todo ponto.

(9) Para todo subconjunto invariante A tem-se u(A) =0 ou u(A) = 1.

Demonstragio. E imediato que (a) implica (b), que (c) implica (d) e que (e)
implica (f). Também é claro que (e) implica (c) e (f) implica (d), porque a média
temporal é uma fungao invariante (lembre da Proposigao 2.2.4). Analogamente,
(c) implica (a) e (d) implica (b), porque o tempo médio de visita é uma média
temporal (da funcdo caracteristica de B). Agora basta provar as seguintes
implicacoes:

(b) implica (g): Seja A um conjunto invariante. Entao 7(A4,z) = 1 para
p-quase todo z € A e 7(A,x) = 0 para p-quase todo z € A°. Como 7(A4,-) é
constante em p-quase todo ponto, por hipétese, segue que p(A) = 0ou p(A) = 1.

(g) implica (e): Seja 1 uma funcdo integravel invariante. Entdo todo con-
junto

B.={ze M :y(zx) <c}

é invariante. Logo, a hip6tese implica que u(B.) € {0,1} para todo ¢ € R.
Como ¢ — p(B.) é nao-decrescente, segue que existe ¢ € R tal que pu(B.) =0
para todo ¢ < ¢ e u(B.) = 1 para todo ¢ > ¢ Entao ¢ = ¢ em p-quase todo
ponto. Logo, [ du = ¢ e, portanto, ¢ = [ ¢ du em p-quase todo ponto. [

3.1.2 Caracterizagao espectral

A préxima proposicao caracteriza a propriedade de ergodicidade por meio do
operador de Koopman Uy (p) = ¢ o f:

Proposigao 3.1.4. Seja i uma probabilidade invariante de wma transformacao
mensuravel f : M — M. As sequintes condigdes sdo equivalentes:

(a) (f,p) € ergddico.
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(b) Para qualquer par de conjuntos mensurdveis A e B vale
li A)NB A)pu(B). 3.1.1
im -~ Z u(f ) = n(A)u(B) (3.1.1)

(¢) Para quaisquer fungoes ¢ € LP(u) e € LY (u), com 1/p+1/q=1, vale
1 n—1 )
11FEZ/(U}¢)MM: /(pd,u/z/}d,u. (3.1.2)
§=0

Demonstracio. B claro que (c) implica (b): basta tomar ¢ = X4 e ¢ = Xp.
Para mostrar que (b) implica (a), suponha que A é um conjunto invariante.
Tomando A = B na hipétese (b), obtemos que

) =tim L3 (59 (4) 0 4) = (A
7=0

Isto implica que u(A) =0 ou u(A4) = 1.
Agora resta provar que (a) implica (c¢). Considere ¢ € LP(u) e ¢ € L9(p).
Por ergodicidade e pelo teorema ergédico de Birkhoff (Teorema 2.2.3) temos que

n—1

1 .

- E U}g@—>/4pdu (3.1.3)
=0

em p-quase todo ponto. Inicialmente, suponha que |p| < k para algum k > 1.
Entao, para todo n € N,

1 n—1 )
(5, 2 Upe)vl < klul.
J=0

Portanto, como k|| € L'(u), podemos usar o teorema da convergéncia domi-
nada (Teorema A.2.11) para concluir que

/ Z wwdu%/wdu/wdu

Isto prova a afirmacao (3.1.2) quando ¢ é limitada. Falta remover esta tltima
condicao. Dado qualquer ¢ € LP (1) e dado k > 1, defina

k se o(x) >k

or(x) = q »(x) sep(r) €[k k]
-k sep(z) < —k.
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Fixemos € > 0. Pelo argumento anterior, para todo k£ > 1 vale que

1 n—1 )
|/(H§U;¢k)wdu—/¢k du/wdu| <e (3.1.4)

se n é suficientemente grande (dependendo de k). Em seguida, observe que
ek — ¢llp = 0 quando k — oo: isto é claro quando p = oo, porque g = ¢
para todo k > |¢|le; para p < co use o teorema da convergéncia monétona
(Teorema A.2.9). Logo, usando a desigualdade de Holder, temos que

|/(s0k - ) du/wdu| < ek —¢llp | /wdu{ <e, (3.1.5)

para todo k suficientemente grande. De modo semelhante,

n—1 n—1
\/%ZU}(w—w)wdu\ %ZI/Ufé(wk—w)wdu\
j=0 pard

IN

(3.1.6)

IA

n—1

1 .

- S TG o = 9)llp 1]l d
7=0

= ller = llp 101lg <&,

para todo n e todo k suficientemente grande, independente de n. Fixe k tal
que (3.1.5) e (3.1.6) sejam vélidas e, em seguida, tome n suficientemente grande
para que (3.1.4) valha igualmente. Somando as trés relagdes (3.1.4) a (3.1.6),

obtemos que
n—1
1 ,
|/(g > U}@)wdu—/wdu/ﬂﬁdﬂ < 3¢
j=0

para todo n suficientemente grande. Isto conclui a prova da condicao (¢). O

No caso p = ¢ = 2, a condigdo (3.1.2) pode ser expressa em termos do
produto interno - no espago L?(u). Desta forma obtemos que (f, 1) é ergédico
se, e somente se:

n—1

1i711n % Z [(Ufg)—(¢-1)] =0 para todo ¢, € L% (). (3.1.7)
=0

Usaremos algumas vezes os seguintes fatos elementares: dados quaisquer
conjuntos mensuraveis A e B,

[(A) = (B)| = [u(A\ B) — (B \ A)]

< WA\ B) + u(B\ A) = u(AAB) (3.1.8)

e dados quaisquer conjuntos A, Az, By, B,

(Al N AQ)A(Bl N Bg) C (AlABl) U (AQABQ) (319)
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Corolario 3.1.5. Suponha que a condi¢do (3.1.1) na Proposicdo 3.1.4 € satis-
feita para todo A e B em alguma dlgebra A que gera a o-dlgebra dos conjuntos
mensurdveis. Entao (f, ) € ergddico.

Demonstra¢do. Sejam A e B conjuntos mensuraveis quaisquer. Pelo teorema

de aproximacao (Teorema A.1.19), dado qualquer € > 0 existem Ag e By em A
tais que p(AAAp) < e e u(BABy) < €. Observe que

|(f7(A) N B) = u(f 77 (Ag) N Bo)| < u(f ™7 (A)AF 7 (Ag)) + (BABy)
(AAA()) + /.L(BAB()) < 2e

(a igualdade usa o fato de que p é medida invariante) para todo j
[u(A)u(B) — u(Ao)u(Bo)| < u(AAAg) + u(BABy) < 2.

Entao, a hipdtese

lim — Zu 7(Ao) N Bo) = p1(Ao)u(Bo)

implica que

n—1

e <Timint -3 p(f I (4) N B) ~ u(A)u(B)
j=0
< lim sup ! ”z: p(f~(A)NB) — p(A)u(B) < 4e.
j 0

Como ¢ é arbitrério, isto prova que a condigao (3.1.1) vale para todo par de
conjuntos mensuraveis. De acordo com a Proposigao 3.1.4, segue que o sistema
é ergddico. O

De modo semelhante, basta verificar o item (c) da Proposigao 3.1.4 em
subconjuntos densos. A prova deste fato fica a cargo do leitor (veja o Exer-
cicio 3.1.3):

Corolario 3.1.6. Suponha que a condi¢do (3.1.2) na Proposi¢io 3.1.4 é satis-
feita para todo ¢ e em subconjuntos densos de LP () e LI(p), respectivamente.
Entao (f, ) € ergddico.

3.1.3 Exercicios

3.1.1. Sejam (M, .A) um espago mensuravel e f : M — M uma transformagao
mensuravel. Prove que se p € M é um ponto periédico de periodo k, entao a
medida j1, = £ (8, + 87p) + -+ Opr-1(p)) é ergddica.
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3.1.2. Seja p uma probabilidade invariante, ndo necessariamente ergédica, de
uma transformacao mensuravel f : M — M. Mostre que dados quaisquer
conjuntos mensuraveis A e B existe o limite

3.1.3. Mostre que uma probabilidade invariante u é ergddica para uma trans-
formacao f se, e somente se, ocorre qualquer uma das seguintes condicoes:

(a) w(U,>0 f7"(A)) =1 para todo A mensuravel com p(A) > 0;

(b) dados quaisquer conjuntos mensurdaveis A, B com p(A)u(B) > 0, existe
n > 1 tal que p(f~"(A4) N B) > 0;

(¢) a convergéncia na condigao (¢) da Proposicao 3.1.4 vale para alguma esco-
lha de p, ¢ e algum subconjunto denso de fungoes ¢ € LP(u) e ¥ € Li(p);

(d) existe p € [1,00] tal que toda fungao invariante ¢ € LP(u) é constante em
p-quase todo ponto;

(e) toda fungdo integravel ¢ com @ o f > ¢ em p-quase todo ponto (ou
po f <y em p-quase todo ponto) é constante em p-quase todo ponto.

3.1.4. Suponha que M é um espago métrico. Prove que p é ergddica para
f: M — M se, e somente se, a média temporal de toda fungdo uniformemente
continua limitada ¢ : M — R é constante em p-quase todo ponto.

3.1.5. Suponha que M é um espaco métrico. Chamamos bacia de uma proba-
bilidade invariante p ao conjunto B(u) dos pontos x € M tais que

n—1

n{ﬂ;}%Z@(ﬂ(ﬂC)) =/<pdu
)

para toda funcao continua limitada ¢ : M — R. Justifique que a bacia é um
conjunto invariante. Além disso, se p é ergddica entdo B(u) tem p-medida total.

3.1.6. Mostre que se i e n sao probabilidades ergédicas distintas de uma trans-
formacao f: M — M, entao n e p sao mutuamente singulares.

3.1.7. Seja p uma probabilidade invariante de uma transformagao f: M — M.
Mostre que a medida produto ps = p X p é invariante pela transformacao
fo: M x M — M x M definida por fa(z,y) = (f(z), f(y)). Além disso, se
(fa, 2) é ergddico entdo (f, ) é ergddico. A reciproca é verdadeira?

3.1.8. Seja f : M — M uma transformacao preservando uma probabilidade
. Suponha que (™, u) é ergédico para todo n > 1. Mostre que se ¢ é uma
autofuncao ndo constante do operador de Koopman Uy entao o autovalor ndo
é raiz da unidade e qualquer conjunto onde ¢ é constante tem medida nula.
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3.2 Exemplos

Nesta secao apresentamos, por meio de exemplos, diversos métodos para verifi-
car se um dado sistema é ou nao ergédico.

3.2.1 Rotacgoes em toros

Consideremos inicialmente o caso de uma rotacdo Ry : S' — S! no circulo
St = R/Z. Conforme observamos na Se¢ao 1.3.3, a medida de Lebesgue m é
invariante por Ry. Queremos analisar o comportamento ergédico do sistema
(Rg,m) para os diferentes valores de 6.

Se 0 é racional, digamos § = p/q em forma irredutivel, entdo Rj(z) = x para
todo = € S'. Entdo, dado qualquer segmento I C S! com comprimento menor

que 1/g, o conjunto
A=TURy(I)U---URI(I)

¢ invariante e a sua medida de Lebesgue satisfaz 0 < m(A) < 1. Assim, se
0 é racional a medida de Lebesgue nao é ergddica. A reciproca é muito mais
interessante:

Proposigao 3.2.1. Se 0 ¢ irracional, entdo Ry € ergddica para a medida de
Lebesgue.

Vamos mencionar duas demonstragoes diferentes deste fato. A primeira,
que detalharemos a seguir, usa fatos simples de Anélise de Fourier. A segunda,
que deixaremos como exercicio (Exercicio 3.2.6), é baseada num argumento de
ponto de densidade semelhante ao que usaremos na Secao 3.2.2 para provar a
ergodicidade da expansao decimal.

Como anteriormente, denotamos por L?(m) o espaco de Hilbert das funcdes
mensuraveis ¢ cujo quadrado é integravel, ou seja, tais que:

JER

E conveniente considerarmos funcoes com valores em C, e assim serd feito ao
longo da se¢do. Usaremos o fato bem conhecido de que a familia de fungoes

br:S' = C, ¥ kel

é uma base de Hilbert deste espaco: dado qualquer ¢ € L?(m) existe uma tnica
sequéncia (ag)kez de nimeros complexos tais que

o(z) = Z ae2™*  para quase todo x € S*. (3.2.1)
kez

Considere a expansdo em série de Fourier (3.2.1) de uma fungdo qualquer
¢ € L*(m). Entao

¢(Ry(z)) = Z aye*m k0 mike (3.2.2)
kEZ
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Suponha que ¢ é invariante. Entéo (3.2.1) e (3.2.2) coincidem. Pela unicidade
dos coeficientes da expansao de Fourier, isto acontece se, e somente se,

2mike _

axe ar para todo k € Z.

A hipétese de que 6 é irracional significa que €% +£ 1 para todo k # 0.
Entao a relacao que acabamos de obter implica que a; = 0 para todo k # 0.
Em outras palavras, ¢(z) = ag para m-quase todo z € St. Isto mostra que
toda funcao invariante em L2?(m) é constante em m-quase todo ponto. Em
particular, a funcao caracteristica ¢ = X4 de qualquer conjunto invariante
A C S! é constante em m-quase todo ponto. Isto é o mesmo que dizer que A
tem medida zero ou um. Logo, pela Proposigao 3.1.3, temos que m ¢é ergddica.

Estas observacoes estendem-se naturalmente as rotacdes no d-toro T?, para
qualquer d > 1:

Proposicao 3.2.2. Se § = (61,...,04) € racionalmente independente entdio a
rotacdo Ry : T4 — T9 ¢ ergddica para a medida de Lebesgue.

Isto pode ser provado por um argumento anélogo ao do caso d = 1, usando
o fato de que a familia de funcoes

(]5]@1’,“,]% : Td — (C7 (1‘1, ey l‘d) — 62ﬂi(k1x1+'“+kdwd), (k‘h ey k‘d) S Zd

¢ uma base de Hilbert do espaco L?(m) das funcdes ¢ : T — C com quadrado
somével. Deixamos esta tarefa ao cuidado do leitor (Exercicio 3.2.1).

Corolario 3.2.3. Se 8 = (0y,...,04) € racionalmente independente entio a
rotacdo R : T¢ — T¢ é minimal, ou seja, toda drbita O(x) = {R}(z) : n € N}
¢ densa em T<.

Demonstragdo. Consideremos em T¢ a distancia plana, que é definida por
d([€), [n]) = inf{d(&', 1) : €' ,n" € R E ~ &' ~ ).

Observe que esta distancia é preservada por toda rotacdo. Seja {Uy : k € N}
uma base enumeravel de abertos de T¢ e seja m a medida de Lebesgue em
T9. Por ergodicidade, existe W C T¢, com medida de Lebesgue total, tal que
7(Uk,z) = m(Ux) > 0 para todo k e todo x € W. Em particular, a drbita
de z é densa em T? para todo € W. Agora considere um ponto arbitrério
x € M e seja y € W qualquer. Entao, para todo § > 0 existe k > 1 tal que
d(f*(y),z) < 6. Segue entdo que d(f"*(y), f*(x)) < § para todo n > 1. Como
a Orbita de y é densa, isto implica que a érbita de z é d-densa, ou seja, ela
intersecta a J-vizinhanca de todo ponto. Como § é arbitrario, isto implica que
a érbita de x é densa no toro ambiente. O

De fato as rotagoes irracionais no circulo ou, mais geralmente, num toro satis-
fazem uma condicao muito mais forte do que ergodicidade: elas sao unicamente
ergddicas, o que quer dizer que elas tém uma unica probabilidade invariante
(que é a medida de Lebesgue, claro).
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3.2.2 Expansao decimal

Considere a transformacao f : [0,1] — [0,1], f(z) = 10z — [10z] que gera
a expansao decimal. Na Secao 1.3.1 verificamos que f preserva a medida de
Lebesgue m. Afirmamos:

Proposigao 3.2.4. A transformacao f € ergddica para a medida de Lebesque
m.

Demonstra¢ao. De acordo com a Proposicao 3.1.3, basta provar que todo con-
junto invariante A tem medida total. O principal ingrediente é o teorema de
derivagao de Lebesgue (Teorema A.2.15), segundo o qual quase todo ponto de A
é ponto de densidade de A. Mais precisamente (veja também o Exercicio A.2.9),
m-quase todo ponto a € A satisfaz

lim inf {M

lim (D) : I intervalo tal que a € I C B(a,e)} =1. (3.2.3)

Fixemos um ponto de densidade a € A. Como o conjunto dos pontos da forma
m/10F, k € N, 0 < m < 10* tem medida nula, podemos supor, sem qualquer
restricao, que a nao é desta forma. Consideremos a familia de intervalos

m—1 m

W7ﬁ)7 kGN, m:1,,10k

I(k,m) :(

E claro que para cada k € N existe um tnico m = my, tal que I(k,my) contém
o ponto a. Denotaremos I, = I(k,my). A propriedade (3.2.3) implica que
m([k N A)

() — 1 quando k — oc.

Observe também que cada f* é uma bijecdo afim de I} sobre o intervalo (0, 1).
Isso tem a seguinte consequéncia, que é crucial para o nosso argumento:

Lema 3.2.5 (Distorgao). Para todo k € N, vale

m(fEE))  miE)
(P (B ~ mi(By) (8.24)

para quaisquer subconjuntos mensurdveis E1 e Foy de Ij.

Aplicando este fato a Fy = I, N A e E5 = I}, obtemos que
m(f* (I, NA)  m(l,NA)

m((0,1))  m(lx)

Claro que m((O, 1)) = 1. Além disso, como estamos supondo que A é invariante,
fE(I, N A) esta contido em A. Deste modo obtemos que

m(A) > m(r)

para todo k.

Como a sequéncia do lado direito converge para 1 quando k — oo, segue que
m(A) =1, como querfamos demonstrar. O
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O Lema 3.2.5 depende do fato de que a transformagao f é afim em cada
intervalo ((m — 1)/10,m/10) e isso pode dar a impressao de que o método
de demonstragao que acabamos de apresentar esta restrito a uma classe muito
particular de exemplos. De fato, nao é assim, muito pelo contrario.

A razao é que existem muitas situacoes interessantes nas quais é possivel
obter uma versao apenas um pouco mais fraca do enunciado do Lema 3.2.5,
mas que ainda é suficiente para concluir a demonstragao da ergodicidade. Em
poucas palavras, no lugar de afirmar que os dois lados de (3.2.4) sdo iguais,
mostra-se, em muitos casos, que a razao entre os dois termos ¢é limitada por
alguma constante uniforme. Isso é chamado propriedade de distor¢do limitada.
Como exemplo de aplicagdo destas ideias, na Secao 3.2.4 provaremos que a
transformagao de Gauss é ergddica.

Em seguida vamos dar uma aplicacao da Proposi¢ao 3.2.4 no contexto da
Teoria dos Numeros. Dizemos que um nimero z € R é normal na base 10 se
todo bloco de digitos (b1, ..., b), [ > 1 aparece com frequéncia 10~! na expansio
decimal de x. Numeros racionais nunca sao normais, claro, e também é facil
dar exemplos irracionais, tais como x = 0,101001000100001000001 ---. Além
disso, nao é dificil construir nimeros normais como, por exemplo, a constante
de Champernowne x = 0, 12345678910111213141516171819202122 - - -, que é ob-
tida por concatenagao dos sucessivos nimeros naturais.

No entanto, em geral é muito dificil decidir se um dado ntmero irracional é
normal ou nao. Por exemplo, até hoje isso nao é sabido para os ntimeros , e
e mesmo v/2. Por outro lado, usando a proposicao anterior é facil mostrar que
quase todo nimero é normal:

Proposigcao 3.2.6. O conjunto dos nimeros x € R que sdo normais na base
10 tem medida de Lebesgue total.

Demonstracdo. Como o fato de ser normal ou nao é independente da parte
inteira do niimero, sé precisamos mostrar que quase todo = € [0,1] é normal.
Considere f : [0,1] — [0, 1] definida por f(z) = 10x — [10z]. Para cada bloco
(b1,...,b) €{0,...,9} considere o intervalo

k Kk+1 ! )
Iy, b, = {TOV T ) onde k = E b; 107,
i=1

Recorde que se = 0,apa;---apagi1--- entdo fF(z) = 0,apapi1--- para
cada k > 1. Portanto, fk(x) € Ip,,..p, se, e somente se, o bloco de digitos
(aky...,ax+i—1) na expansao decimal de x coincide com (by,...,b;). Logo, o
tempo médio de visita 7(Ip, . p,,2) ¢ igual & frequéncia com que (by,...,b)
ocorre na expansao decimal de x. Usando o teorema ergédico de Birkhoff e o
fato de que a transformacao f é ergddica relativamente a medida de Lebesgue
m, concluimos que para cada (b, ..., b;) existe um subconjunto B(by,...,b;) de
[0,1] com medida de Lebesgue total, tal que

T(Ipy,.. oy 2) =m(Ip, . p) = para todo x € B(by,...,b;).

1
10!
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Seja B a intersecao dos B(by,...,b;) sobre todos os valores de by, ..., b; em
{0,...,9} etodo ! > 1. Entao m(B) = 1 e todo € B é normal na base 10. 0

Mais geralmente, para qualquer inteiro d > 2, dizemos que = € R é normal na
base d se todo bloco (by,...,b) € {0,...,d — 1}, 1 > 1 aparece com frequéncia
d~! na expansdo de z na base d. Finalmente, dizemos que = é normal se ele
¢ normal na base d para todo d > 2. Tudo que foi dito antes para d = 10 se
estende imediatamente para qualquer d. Em particular, o conjunto dos ntimeros
normais na base d tem medida de Lebesgue total para todo d > 2. Tomando
a intersecao sobre todos os valores de d concluimos que Lebesgue quase todo
nimero real € normal (teorema normal de Borel).

3.2.3 Deslocamentos de Bernoulli

Seja (X,C,v) um espago de probabilidade qualquer. Nesta se¢io consideramos
o espaco produto ¥ = XV, munido da o-dlgebra produto B = CV e da medida
produto 4 = v (veja a definicio no Apéndice A.2.3). Isto quer dizer que X
é o conjunto de todas as sequéncias (z,)neny com x, € X para todo n. Por
defini¢do, B é a o-algebra gerada pelos cilindros

[m; Ay .oy An] = {(24)ien - 2 € A; param < i < n}

onde m < n e cada A; é um elemento de C. Além disso, p é caracterizada por

n

w([ms; A, A)) = H v(A;). (3.2.5)

=m

Podemos pensar nos elementos de ¥ como representando os resultados de
sequéncias de experimentos regidos por uma mesma distribuicao de probabili-
dade v: dado qualquer conjunto mensuravel A C X, a probabilidade de ob-
termos z; € A é igual a v(A), qualquer que seja i. Além disso, os resultados
dos sucessivos experimentos sao independentes: de fato a relagdo (3.2.5) sig-
nifica que a probabilidade de z; € A; para todo m < i < n é o produto das
probabilidades de cada um dos eventos x; € A; separadamente.

Nesta se¢ao introduzimos uma dinamica o : ¥ — ¥ no espaco X, chamada
deslocamento (ou “shift”), que preserva a medida p. Chamaremos deslocamento
de Bernoulli ao par (o,u). O principal resultado é que todo deslocamento de
Bernoulli é ergédico.

Vale a pena observar que ¢é possivel substituir N por Z em toda a construgao,
ou seja, podemos considerar ¥ como sendo o espaco das sequéncias bilaterais
(oo Tpyeeey@0ye-vyTn,y...). A menos de pequenos ajustes, que deixamos a
cargo do leitor, tudo o que vai ser dito em seguida permanece vélido nesse caso.
Além disso, no caso bilateral o deslocamento é uma aplicacao invertivel.

O deslocamento é a aplicacdo o : ¥ — 3 definida por

U((xn)n) = (xn+1)n~
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Ou seja, o envia a sequéncia (g, Z1,...,Zn,...) ha sequéncia (T1,...,Tpn,...).
Observe que a pré-imagem de qualquer cilindro ainda é um cilindro:

o m; A, An)) = [m A+ LA, A (3.2.6)
Segue que o é mensuravel relativamente a o-algebra 5. Além disso,
u(ail([m; A, ... 7An])) =v(An) ---v(4,) = u([m; A, ..., An])
e (usando o Lema 1.3.1) isso assegura que a medida p é invariante por o.

Proposicao 3.2.7. Todo deslocamento de Bernoulli (o, p) é ergddico.

Demonstra¢do. Seja A um conjunto mensuravel invariante qualquer. Queremos
mostrar que p(A) =0 ou p(A) = 1. Vamos usar o seguinte fato:

Lema 3.2.8. Se B e C sao unides finitas de cilindros disjuntos dois-a-dois,
entao tem-se

u(BNao™(C)) = u(B)ule™(C)) = W(B)u(C),
para todo j suficientemente grande.

Demonstracdo. Para comecar, suponhamos que B e C' sao ambos cilindros:
B =[k;By,...,B]] e C=[m;Cy,...,C,]. Entéo,

o (C)=[m+j;Cn,...,Cy] para cada j.
Considere qualquer j suficientemente grande para que m + j > [. Entao,

Bﬂ(f*j(C) :{(xn)n:xk € Bg,...,x GB[,I’m_H‘ GC’m,...,xn+j Gcn}
= [k‘;Bk,...,Bl,X,...,X,Cm,...,Cn],

onde X aparece exatamente m + j — [ — 1 vezes. Pela definicao (3.2.5), isto dd

que
l n

u(Bo~(C)) = [[v(B) 1771 T w(Ci) = n(B)u(C).
i=k i=m

Isto prova a conclusdo do lema quando os conjuntos envolvidos sdo cilindros. O

caso geral segue imediatamente, pelo fato de p ser finitamente aditiva. O

Suponhamos, inicialmente, que o conjunto invariante A pertence a algebra
By das unioes finitas de cilindros disjuntos. Nesse caso podemos aplicar o lema
anterior com B = C' = A. Concluimos que u(AN o7 (A)) = u(A)? sempre que
tomemos j suficientemente grande. Mas, como A é invariante, o lado esquerdo
desta igualdade é p(A). Desta forma obtemos que ju(A) = u(A)?, o que sé pode
acontecer se p(A) =0 ou u(A) = 1.

Agora vamos fazer a prova quando A é um conjunto invariante mensuravel
qualquer. A ideia é aproximar o conjunto invariante por elementos da dlgebra
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By, usando o teorema de aproximacgao (Teorema A.1.19): dado qualquer € > 0
existe B € By tal que u(AAB) < e. Fixemos j tal que

W(B Mo~ (B)) = u(B)u(o ™ (B)) = u(B)2. (3.2.7)

Usando (3.1.8) e (3.1.9) e o fato de que a medida x é invariante por o obtemos
|(Ano™7(A)) —w(BNo 7 (B))| < 2u(AAB) < 2 (3.2.8)

(um fato analogo foi deduzido durante a prova do Corolario 3.1.5). Além disso,
[1(A)? = u(B)?| < 2|u(A) = u(B)] < 2e. (3.2.9)

Juntando as relagdes (3.2.7), (3.2.8), (3.2.9), concluimos que |u(A)—u(A)?| < 4e.
Como ¢ é arbitrario, deduzimos que u(A) = u(A)? e, portanto, ou pu(A) = 0 ou
w(A) =1. O

Quando X é um espago topoldgico, e C é a sua o-algebra de Borel, podemos
munir ¥ com a topologia produto que é, por definicao, a topologia gerada pelos
cilindros [m; A, ..., A,] onde os conjuntos A,,, ..., A, sdo abertos de X. A
propriedade (3.2.6) implica que o deslocamento o : ¥ — ¥ é continuo para esta
topologia. O teorema de Tychonoff (veja [Dug66]) afirma que 3 é compacto se
X for compacto.

Um caso particular importante ocorre quando X é um conjunto finito munido
da topologia discreta, na qual todo subconjunto é aberto. Dizemos que uma
transformacao f : M — M num espago topolégico M é transitiva se existe
x € M cuja trajetéria f™(z), n > 1 é densa em M. Deixamos a demonstragao
do préximo resultado a cargo do leitor (Exercicio 3.2.2):

Proposicao 3.2.9. Seja X um conjunto finito e ¥ = XN ou ¥ = X%. Entdo o
deslocamento o : X — X € uma aplicacao continua e transitiva. Além disso, o
conjunto dos pontos periddicos de o € denso em X..

A seguinte afirmagao informal, uma variante do paradozo do macaco, ilustra
o significado da ergodicidade da medida pu: Um macaco batendo ao acaso nas
teclas de uma mdquina de escrever durante tempo infinito acabard escrevendo o
texto completo de “Os Lusiadas” ', quase certamente.

Para “demonstrar” esta afirmacao precisamos formulé-la de modo um pouco
mais preciso. Os textos possivelmente digitados pelo macaco correspondem as
sequéncias (,,)nen no conjunto (finito) X dos caracteres no teclado da méquina
de escrever: letras, digitos, espago, sinais de pontuagao, etc. Supomos que cada
caracter * no teclado tem uma probabilidade positiva p, de ser digitado, a cada
vez. Isto corresponde a medida de probabilidade

V= ZP*5*

*€X

Poema épico monumental, em 10 cantos, de autoria do poeta portugués Luis de Camdes,
falecido em Lisboa em 1580.
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no conjunto X dos caracteres. Também supomos que o caracter digitado a
cada vez é independente dos caracteres anteriores. Entao a distribuicao das
sequeéncias (z,,), estd regida pela probabilidade de Bernoulli 4 = /. Denotemos
por o : ¥ — ¥ a aplicacdo deslocamento no espaco ¥ = X

O texto de “Os Lusfadas” corresponde a uma certa sequéncia finita (embora
muito longa) de caracteres (lo, ...,Ix). Considere o cilindro L = [0;1p,...,IN].
Entao

N
:U'(L) = H b

é positivo (embora muito pequeno). Uma sequéncia (z,), contém o texto com-
pleto de “Os Lusiadas” precisamente se Jk((xn)n) € L para algum k£ > 0. Pelo
teorema ergddico de Birkhoff e pela ergodicidade de (o, 1), o conjunto K dos
valores de k para os quais isso acontece satisfaz

lim %#(K N[0,n—1])) = u(L) > 0. (3.2.10)

com probabilidade total. Em particular, para quase toda sequéncia (z,), o
conjunto K é infinito, o que significa que (z,,), contém infinitas cépias de “Os
Lusfadas”. Na verdade, (3.2.10) conduz a uma conclusdo ainda mais forte:
sempre com probabilidade total, as copias do nosso poema ocupam uma fragao
positiva (embora muito pequena) de todos os caracteres digitados. Em outras
palavras, em média, o macaco digita uma nova cépia de “Os Lusiadas” a cada
tantos (muitos) anos.

3.2.4 Transformacgao de Gauss

Como vimos na Secao 1.3.2, a transformagao de Gauss G(z) = 1/z — [1/x]
admite uma probabilidade invariante p que é equivalente & medida de Lebesgue,

a saber:
1 dzx
F) = —_— 3.2.11
HE) 10g2/E 1+ ( )

Proposicao 3.2.10. O sistema (G, ) é ergddico.

Este fato pode ser demonstrado por uma versao mais elaborada do método
que usamos na Secao 3.2.2. Vamos esbocar o argumento da demonstracao,
focando na principal dificuldade adicional.

Seja A um conjunto invariante com medida positiva. Queremos mostrar que
1(A) = 1. Em primeiro lugar, continua sendo verdade que para quase todo
ponto a € [0, 1] existe uma sequéncia de intervalos I; contendo a e tais que G*
envia Ij bijetivamente e diferenciavelmente sobre (0,1). Tais intervalos podem
ser encontrados da seguinte forma. Primeiramente, considere

1 1
I(lzm) = (mi—&—l’E%
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para cada m > 1. Em seguida defina, por recorréncia,
I(k,ma,...,mg) =I(1,m1) NG FH(I(k — 1,ma,...,m4))

para my,...,mg > 1. Entdo, basta tomar para I o intervalo I(k,mq,...,myg)
que contém a. Isto estd bem definido para todo £ > 1 e todo ponto a no
complementar de um conjunto enumeravel, a saber, o conjunto U2 ,G=*({0,1}).

Por outro lado, embora a restricio de G* a cada Ij seja uma bijecdo dife-
rencidvel, ela nao é afim. Por essa razéo, nao temos o analogo da relagao (3.2.4)
neste caso. Esta dificuldade é contornada por meio do seguinte resultado, que
é um exemplo de controle da distor¢cao: é importante notar que a constante K
no enunciado é independente de Iy, E1, F> e, sobretudo, k.

Proposicao 3.2.11 (Distorgao limitada). Eziste uma constante K > 1 tal que
para todo k > 1 e todo intervalo I}, tal que G* restrita a I, é uma bijecdo
diferencidvel, tem-se
k(B E
n(G*(E1)) gK“( 1)

(G (E2)) n(E2)
para quaisquer subconjuntos mensurdveis E1 e Foy de Ij.

Para a prova desta proposicao precisamos de dois resultados auxiliares:

Lema 3.2.12. Para todo z € (0, 1] vale que
G'@)] 21 e [(G (@) =2 e |G"(2)/G'(2)*] <2

Demonstra¢do. Lembre que G(x) = 1/z—m em cada intervalo (1/(m+1),1/m].
Portanto

Gla)=—2 o G'la) =

T)=——3 ¢ )=

A primeira igualdade implica |G'(x)] > 1 para todo z € (0,1]. Além disso
|G'(x)] > 2 sempre que & < 2/3. Por outro lado, x > 2/3 implica que
G(z) = 1/x—1 < 2/3 e, por consequéncia, G'(G(x)) > 2. Combinando estas ob-
servagoes obtemos que |(G?)'(z)| = |G'(z)| |G’ (G(x))| > 2 para todo z € (0,1].
Finalmente, |G”(z)/G’(z)?| = 2|z| < 2 também para todo = € (0, 1]. O

Lema 3.2.13. Eziste uma constante C > 1 tal que para todo k > 1 e todo
intervalo I tal que G* restrita a Ij, é uma bijecdo diferencidvel, tem-se

[(G*)' ()] :
o < C  pare quaisquer x ey em 1.

[(G*) ()]
Demonstracdo. Seja g uma inversa local de G, isto é, uma funcao diferenciavel
definida em algum intervalo e tal que G(g(z)) = z para todo z no dominio de
definicdo. Note que

o st = S _ )

G'g(z)  G'l9(2)
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Portanto, a tltima estimativa no Lema 3.2.12 implica que
|[log |G’ og(z)|]/’ <2 para todo g e todo z. (3.2.12)

Em outras palavras, toda fungio da forma log |G’ o g| admite 2 como constante
de Lipschitz. Observe também que se z,y € I entao

|(G*) ()|

8GRy ()]

k—1
=D log|G'(G(x))| —log |G (G (y))]

=0
k . .
= log|G’ 0 g;(G/(x))| — log|G" 0 g; (G (y))]
j=1

onde g; representa uma inversa local de G definida no intervalo [G7 (), G7 (y)].
Usando a estimativa (3.2.12), obtemos que

log w < QXk: |GJ(SC) — Gj(y)| = QkX_:l |Gkil(gj) - Gkii(y” (3 2 13)
[T = = -

Agora, as duas primeiras estimativas no Lema 3.2.12 implicam que

|G*(x) — G*(y)| > 2M/2|G* " (2) — G* ' (y)]

para todo ¢ = 0,..., k. Substituindo em (3.2.13), concluimos que
eLaY k-1
tog N TV < 5 3 900216 () — G (0)] < 8IGH (@) — GH )| < 8
()| =72
Agora basta tomar C' = 8. O

Demonstragdo da Proposi¢ao 3.2.11. Seja m a medida de Lebesgue em [0,1]. O
Lema 3.2.13 implica que
m(GH(EL) _ g, (G*)|dm - m(Ey)
m(GHEs)) [y, [(GFY[dm = " m(Es)’

Por outro lado, a defini¢ao (3.2.11) implica que

1
m
2log?2

(E) <u(E) <

log 2m(E)

para todo conjunto mensurdvel E C [0,1]. Combinando estas duas relagoes,
obtemos que

u(G*(E)) _  m(G*(EL)) m(En) < 4o MEY)
w(GE(Ez)) = " m(G*(Ey)) m(Ey) = p(Ea)

Assim, basta tomar K = 4C. O

<2 <20
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Estamos prontos para concluir que (G, ) é ergédica. Seja A um conjunto
invariante por G com p(A) > 0. Entdo A também tem medida de Lebes-
gue positiva, uma vez que u é absolutamente continua com relagao a medida
de Lebesgue. Seja a um ponto de densidade de A cuja trajetdria futura estd
contida no intervalo aberto (0,1). Considere a sequéncia (Ij)r dos intervalos
I(k,mq,...,my) que contém a. Segue do Lema 3.2.12 que

1
diam I, < sup { G = [k} < o~ [k/2]

) ()]
paratodo k > 1. Em particular, o diametro de I, converge para zero e, portanto,

p(lx N A)
n(lx)

Tomemos F1 = I N A° e Ey = Ij,. Pela Proposicao 3.2.11,

—1 quando k — oo. (3.2.14)

PG (I N A%) _ o plT NA°)
w(GH(Ik)) aeny)
Observe que G*(I, N A°) = A°, a menos de um conjunto com medida nula,

porque o conjunto A é invariante. Lembre também que G*(I;,) = (0, 1), o qual
tem medida total. Portanto, a desigualdade anterior pode ser escrita como

/,L(Ik N AC)
n(1x)

De acordo com (3.2.14), a expressdo do lado direito converge para zero quando
k — oo. Logo p(A€) = 0, como queriamos demonstrar.

n(A%) < K

3.2.5 Endomorfismos lineares do toro

Lembre que chamamos toro de dimensédo d ao quociente T? = R¢/Z?, ou seja, o
espaco das classes de equivaléncia da relacdo de equivaléncia definida em R? por
r~e< x—yc Z Este quociente herda de R? uma estrutura de variedade
diferencidvel de dimensdo d. No que segue suporemos que T¢ também esta
munido da métrica riemanniana plana, que o torna localmente isométrico ao
espaco euclideano R?. Seja m a medida de Lebesgue associada a esta métrica
riemanniana.

Seja A uma matriz d-por-d com coeficientes inteiros e determinante diferente
de zero. Entdo A(Z?) C Z% e, por consequéncia, A induz uma transformacao

fa: T =T falz]) = [Ax)]

onde [z] denota a classe de equivaléncia que contém z € RY. Chamamos tais
transformagoes de endomorfismos lineares do toro. Note que f4 é diferencidvel
e a derivada Df4([z]) em cada ponto estd canonicamente identificada com A.
Em particular, o jacobiano det D f4([z]) é constante igual a det A. Isso também
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implica (Exercicio 3.2.9) que o grau de f é igual a |det A|. Portanto, fa é
invertivel se, e somente se, |det A| = 1. Neste caso, a sua inversa é a trans-
formacao fa-1 induzida pela matriz inversa A~!; observe que A~! também é
uma matriz com coeficientes inteiros.

Em qualquer caso, f4 preserva a medida de Lebesgue em T¢. Isto pode ser
visto da seguinte forma. Como f4 é um difeomorfismo local, a pré-imagem de
qualquer conjunto mensuravel D com didmetro suficientemente pequeno esté
formada por |det A| = grau(fa) partes disjuntas D;, cada uma das quais é
enviada difeomorficamente sobre D. Pela férmula de mudanca de varidvel,
m(D) = |det A|m(D;) para todo i. Isto prova que m(D) = m(f;*(D)) para
todo conjunto mensurdavel D com didmetro suficientemente pequeno. Logo, fa
preserva a medida m, tal como afirmamos. Agora vamos provar o seguinte fato:

Teorema 3.2.14. O sistema (fa,m) € ergddico se, e somente se, nenhum
autovalor da matriz A € raiz da unidade.

Demonstra¢do. Suponha que nenhum autovalor de A é raiz da unidade. Consi-
dere qualquer funcdo ¢ € L?(m) e seja

ofa) = 3 exemih)

kezd

a sua expansao em série de Fourier. Observe que k -z = kyx1 + -+ - + kqxg. Os
coeficientes ¢ € C satisfazem

> ekl = llell3 < oo (3.2.15)
kezd

Entéo, a expansao em série de Fourier de @ o f4 é:

L,O(fA([.Z’D) — Z CkGQWi(k‘A(x)) — Z CkeZﬂ'i(A*(l<:)~:1c)7

kezd kezd

onde A* representa a adjunta de A. Suponha que ¢ é funcao invariante, isto
é, 9o fa = ¢ em m-quase todo ponto. Entao, por unicidade da expansao de
Fourier, devemos ter

ca+(k) = cx  para todo k € Z. (3.2.16)

Afirmamos que a trajetdria de todo k # 0 pela transformacao A* é infinita. De
fato, se a trajetéria de algum k # 0 fosse finita entdo deveriam existir [, € Z
com r > 0 tais que AUTT*(k) = A (k). Isto s6 poderia acontecer se A* tivesse
algum autovalor A tal que \" = 1. Mas essa possibilidade estd excluida, por
hipétese, uma vez que A e A* tém os mesmos autovalores. Logo, a trajetéria de
todo k # 0 ¢ infinita, como afirmamos. Entao a igualdade (3.2.16) juntamente
com (3.2.15) implica que ¢, = 0 para todo k # 0. Portanto, ¢ = ¢y em m-quase
todo ponto. Isto prova a ergodicidade.

Para provar a reciproca, suponha que A admite algum autovalor que é uma
raiz da unidade. Entdo o mesmo vale para A* e, portanto, existe r > 0 tal
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que 1 é autovalor de A™. Como A™ tem coeficientes inteiros, segue (veja o
Exercicio 3.2.8) que existe algum k € Z¢\ {0} tal que A™ (k) = k. Fixe k e
considere a funcao ¢ € L?(m) definida por

r—1 re1
Pl = 5 mia 0 2 men
=0 i=0

Entao ¢ é uma funcao invariante por f4 mas nao é constante em m-quase todo
ponto. Logo, (fa, m) néo é ergddico. O

3.2.6 Argumento de Hopf

Nesta segao vamos apresentar outro método, mais geométrico, para demonstrar
a ergodicidade de certos endomorfismos lineares do toro. Ele se aplica sempre
que |det A| = 1 e a matriz A é hiperbdlica, ou seja, ela ndo tem autovalores de
modulo 1. Mas a sua grande vantagem ¢é que ele pode ser estendido a sistemas
diferencidveis muito mais gerais, ndo necessariamente lineares. A hipétese de
que a matriz A é hiperbdlica significa que o espaco R? pode ser escrito como
uma soma direta R = £ @ E tal que:

1. A(E?®) = E® e todos os autovalores de A | E® tém médulo menor que 1;
2. A(E“) = E" e todos os autovalores de A | E* tém mddulo maior que 1.
Entéo existem constantes C' > 0 e A < 1 tais que

[[A™ (v*)|| < CA*||v®]| para todo v® € E° e todo n > 0,

3.2.17
AT (v")]]| < CA"||v*|| para todo v* € E* e todo n > 0. ( )

2 1

Exemplo 3.2.15. Considere A = ( 11

). Os seus autovalores sao

Ay = >0

345 3-5
2

>1> A\ =
2

e 0s respectivos autoespacos sao:

V5 —1

Vb 41
2 X

t} e Ef={(z,y) eR?*:y=— 5 b

E*={(z,y) eR?:y =

A familia de todos os subespacos afins de R¢ da forma v + E*, com v € R?,
define uma particao F* de R%, que chamamos folheacio estdvel e cujos elementos
chamamos folhas estdveis de A. Ela é invariante por A, ou, seja, a imagem de
qualquer folha estdvel é também uma, folha estdvel. Além disso, pela propriedade
(3.2.17), a transformagao A contrai distancias, uniformemente, dentro de cada
folha. Analogamente, a familia de todos os subespacos afins de R? da forma
v+ E* com v € R? define uma particio F* de R?, chamada folheacdo instdvel.
Esta folheagdo também é invariante e a transformacéo A expande distancias
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ao longo das suas folhas.  Projetando F* e F" pela projecao candnica m :
R? — T¢ obtemos folheacdes W* e W* do toro que chamamos folheacdo estdvel
e folheacao instdavel da transformagao f4. As observagOes anteriores mostram
que estas folheagoes sdo invariantes por fa. Além disso:

(a) d(fi(x),fi(y)) — 0 quando j — 400 para quaisquer pontos z e y em
uma mesma folha estavel;

(b) al(fﬁ‘(y)7 fﬁ‘(z)) — 0 quando j — —oo para quaisquer pontos y e z em uma
mesma folha instavel.

Vamos usar esta informagao geométrica para provar que (f4,m) é ergddica.
Para isso, considere qualquer funcio continua ¢ : T¢ — R e considere as médias
temporais

n—1 n—1

o) =lim =S () e @ (@) =lm > 3 p(fi (@),
=0 =0

definidas para m-quase todo z € T?. Pelo Corolario 2.2.8, existe um conjunto
X C T? com medida total tal que

¢t (z) = ¢ (z) paratodoz € X. (3.2.18)

Denotaremos por W*(z) e W*(x), respectivamente, a folha estavel e a folha
instével de f4 passando por cada ponto z € T<.

Lema 3.2.16. A funcao ¢ € constante em toda folha de W?: se ¢ (x) existe e
y € W4 (x) entdao T (y) existe e é igual a o (). Analogamente, ¢~ é constante
em toda folha de YW*.

Demonstragdo. De acordo com a propriedade (a) acima, d(f% (), f4(y)) con-
verge para zero quando j — oo. Como ¢ é continua (logo uniformemente
continua, uma vez que o dominio é compacto) isso implica que

@(fi(x)) - (P(fi(y)) — 0 quando j — oo.

Por maioria de razao, o limite Cesaro
1 n—1 ) )
lim — > o(f4(2) = @(fa)
§=0

também é zero. Isso implica o (y) existe e é igual a o™ (z). O argumento para
(p~ ¢é inteiramente analogo. O

Dado um subconjunto aberto R do toro e dado x € R, denotamos por
W?#(z, R) a componente conexa de W?*(x) N R que contém z e por W*(z, R) a
componente conexa de W*(z) N R que contém z. Chamamos R de retingulo se
W#(z, R) intersecta W*"(y, R) num tnico ponto, para todo z e y em R.
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PSfrag replacements
WS (I:C) o -
W2 (y)—x

x1

yl

Figura 3.1: Retangulo em T¢

Lema 3.2.17. Dado qualquer retingulo R C T?, existe wm conjunto mensurdvel
Yr C XN R tal que m(R\ Yg) = 0 e, dados quaisquer x e y em Yg, existem
pontos ' ey’ em X NR tais que ' € W*(x,R) ey € W*(y,R) ey’ € W¥(z').

Demonstracao. Representemos por m; a medida de Lebesgue na folha estavel
W#(x) de cada ponto # € T¢. Note que m(R\ X) = 0, uma vez que X tem
medida total em T¢. Entéo, usando o teorema de Fubini,

m3(W*(z,R)\ X) =0 para m-quase todo z € R.

Defina Yz = {z € XNR: mi(W?*(z, R)\ X) = 0}. Entdo Y tem medida total
em R. Dados z,y € R considere a aplicacao

m: W?3(z, R) - W*(y,R), w(z') = intersegao entre W"(z', R) e W*(y, R).

Esta aplicagao é afim e, portanto, tem a seguinte propriedade, que chamamos
continuidade absoluta:
my(E) =0 <« my(r(E))=0.

Em particular, a imagem de W?*(z, R) N X tem medida total em W?*(y, R) e,
consequentemente, ela intersecta W*(y, R) N X. Em outras palavras, existe
' € W¥(z, R) N X cuja imagem y’' = m(a’) estd em W?*(y, R) N X. Observando
que 7’ e ¥’ estdo na mesma folha instdvel, pela definicao da 7, vemos que estes
pontos satisfazem as condigoes na conclusao do lema. O

Considere um retangulo R qualquer. Dados quaisquer x,y em Yg, considere
os pontos z’, 3’ em X dados pelo Lema 3.2.17. Usando também o Lema 3.2.16,
obtemos:

p (@) =pt (@)= (@) =0 (@) = () =) =" (1) =¥ (y).
Isto mostra que as funcoes ¢+ e ¢~ coincidem uma com a outra e sao constantes
em Y. Agora seja Ri,..., Ry uma cobertura finita do toro por retangulos.
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Considere o conjunto
N
Y=JY;, ondeY;=Yg,.

Observe que m(Y) = 1, uma vez que Y N R; D Y; tem medida total em R;
para todo j. Afirmamos que ¢ = ¢~ é constante em todo o Y. De fato, dados
quaisquer k,l € {1,..., N} podemos encontrar jo = k,j1,...,Jn-1,Jn = [ tais
que cada R;, intersecta R;, , (isto é uma simples consequéncia da conexidade
por arcos do toro). Lembrando que R; é aberto e Y; é um subconjunto de medida
total, obtemos que cada Yj, intersecta Y}, ,. Entdo, ¢T = ¢~ é constante na
unido de todos os Y},. Isto prova a nossa afirmagao.

Desta forma, mostramos que as médias temporais ¢* de qualquer funcio
continua ¢ sdo constantes em m-quase todo ponto. Consequentemente (veja o

Exercicio 3.1.4), o sistema (f4,m) é ergddico.
3.2.7 Exercicios
3.2.1. Prove a Proposicao 3.2.2.

3.2.2. Prove a Proposicao 3.2.9.
3.2.3. Seja I =[0,1] e f : I — I a fungdo definida por

2x se0<x<1/3
F@) = 20 —2/3 sel/3<x<1/2
) 2z—-1/3 sel/2<x<2/3

2r — 1 se2/3<xz <1
Mostre que f é ergddica relativamente a medida de Lebesgue m.

3.2.4. Seja X um conjunto finito e ¥ = X~. Prove que todo subconjunto
infinito compacto de ¥ invariante pelo deslocamento o : ¥ — ¥ contém algum
ponto nao-periédico.

3.2.5. Seja X um espaco topologico, munido da sua o-algebra de Borel C, e seja
¥ = XN, Mostre que se X tem base enumeravel de abertos entdo a o-algebra
de Borel de ¥ (para a topologia produto) coincide com a o-algebra produto
B =CN. O mesmo vale para ¥ = X% e B = CZ.

3.2.6. Neste exercicio propomos outra demonstracao para a Proposicao 3.2.1.
Suponha que 6 é irracional. Seja A um conjunto invariante com medida positiva.
Lembrando que a érbita {Rj(a) : n € Z} de todo a € S! é densa em S', mostre
que nenhum ponto de S é ponto de densidade de A¢. Conclua que u(A) = 1.

3.2.7. Suponha que 6 é irracional. Seja ¢ : S' — R uma funcio continua
qualquer. Mostre que

o) = im L3 p(Rj(e) (3:2.19)
=0
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existe em todo ponto e, de fato, o limite é uniforme. Conclua que ¢ é constante
em todo ponto. Deduza que Ry tem uma unica probabilidade invariante.

3.2.8. Seja A uma matriz quadrada de dimensao d com coeficientes racionais e
seja A um autovalor racional. Mostre que existe algum autovetor com coeficien-
tes inteiros, ou seja, algum k € Z¢\ {0} tal que Ak = \k.

3.2.9. Mostre que se f : M — M é um difeomorfismo local numa variedade
riemanniana compacta entao

grau(f):/\detDﬂdm,

onde m representa a medida de volume induzida pela métrica riemanniana de
M, normalizada de tal modo que m(M) = 1. Em particular, o grau do endo-
morfismo linear f4 : T — T¢ associado a uma matriz A de dimensdo d com
coeficientes inteiros é igual a | det A.

3.2.10. Um ntmero = € (0, 1) tem expansao em fracao continua de tipo limitado
se a sequéncia (a,, ), construida na Segao 1.3.2 é limitada. Prove que o conjunto
L C (0,1) dos pontos com expansao em fracao continua de tipo limitado tem
medida de Lebesgue zero.

3.2.11. Seja f : M — M uma transformacao mensuravel, g uma medida in-
variante ergédica e ¢ : M — R uma fungao tal que [ ¢ dp = +o00. Prove que

lim,,(1/n) Z;’;Ol o(f7(x)) = +oo para u-quase todo x € M.

3.2.12. Observe que o nimero b no Exercicio 2.3.9 é independente de x num
conjunto com medida de Lebesgue total. Prove que a média aritmética dos
ndimeros ai, ..., dn,... vai para infinito: lim,(1/n)(ay + -+ an) = +0o0.



Capitulo 4
Entropia

A palavra entropia foi inventada em 1865 pelo fisico e matematico alemao Ru-
dolf Clausius, um dos pioneiros fundadores da Termodinamica. Na teoria dos
sistemas termodinamicos em equilibrio, a entropia é uma medida do grau de
“desordem” do sistema. A segunda lei da Termodinamica afirma que, quando
um sistema isolado passa de um estado de equilibrio a outro, a entropia do
estado final é necessariamente maior do que a entropia do estado inicial. Por
exemplo, quando juntamos dois recipientes contendo gases distintos, digamos
oxigénio e nitrogénio, os dois gases se misturam até alcancar um novo equilibrio
macroscopico no qual ambos se encontram uniformemente distribuidos no con-
junto dos dois recipientes. A entropia deste novo estado é superior & entropia
do equilibrio inicial, no qual os dois gases estavam separados.

Esta nocao desempenha um papel de destaque em diversas outras dreas do
conhecimento. Um exemplo importante, que iremos explorar na nossa apre-
sentacao, é a Teoria da Informacgao, desenvolvida a partir dos trabalhos do
engenheiro americano Claude Shannon em meados do século 20. Mais ou menos
a0 mesmo tempo, os matemédticos russos Andrey Kolmogorov e Yakov Sinai es-
tavam propondo uma defini¢ao de entropia de um sistema em Teoria Ergodica.
O principal objetivo era fornecer um invariante de equivaléncia ergédica que, em
particular, permitisse distinguir dois deslocamentos de Bernoulli. Esta nocao é
o tema do presente capitulo.

Na Secao 4.1 definiremos a entropia de uma transformacao relativamente
a uma probabilidade invariante, a partir de uma analogia com a Teoria da
Informacao. O teorema de Kolmogorov-Sinai, que discutiremos na Segao 4.2,
constitui uma ferramenta fundamental para o calculo da entropia de sistemas
especificos. Na Secdo 4.3 analisaremos a entropia de um ponto de vista mais
local, que se relaciona diretamente com a formulagao de Shannon. Em seguida,
na Secao 4.4, ilustraremos alguns métodos de calculo da entropia por meio de
exemplos concretos.

(0]
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4.1 Definicao de entropia

Para motivar a definigao de entropia de Kolmogorov-Sinai, vamos considerar a
seguinte situacao bésica da Teoria da Informagao. Consideremos um canal de
comunicacao que transmite, sucessivamente, certos simbolos. Esse canal pode
ser um telégrafo transmitindo pontos e tragos, segundo o antigo cédigo Morse,
uma fibra dtica, transmitindo zeros e uns, segundo o cédigo binario ASCII, ou
qualquer outro sistema de transmissao sequencial de informagao. O objetivo é
medir a entropia do canal, ou seja, a quantidade de informagao transmitida, em
média, a cada unidade de tempo.

4.1.1 Entropia em Teoria da Informacgao

Para formalizar esta ideia, suponhamos que os simbolos transmitidos pelo canal
pertencem a um certo alfabeto A previamente definido. Nem todos os carac-
teres deste alfabeto tém a mesma frequéncia, ou seja, a mesma probabilidade
de serem utilizados. Por exemplo, se o canal estd transmitindo mensagens na
lingua portuguesa a letra A serd utilizada com muito maior probabilidade que
a letra Z. Portanto, nem todos os caracteres carregam a mesma quantidade de
informacao: quanto mais improvavel é um caracter, menor é o nimero de pala-
vras que o contém e, portanto, mais informagao esta associada a esse caracter.
Analogamente, quanto mais improvavel for uma palavra, menor é o nimero de
frases em que ela participa e, portanto, maior é a quantidade de informagao
associada a essa palavra.

Convém observar que quantidade de informacao associada a cada caracter,
ou a cada palavra, depende dos demais caracteres ou palavras. Por exemplo,
se o canal estd transmitindo em lingua portuguesa e gera, sucessivamente, 0s
caracteres I, N, V, A, R, I, A, N e T entao o caracter seguinte devera ser um
FE; neste caso, em vista dos caracteres transmitidos anteriormente, esta letra F
ndo carrega informacao adicional.®

Por outro lado, Se os caracteres transmitidos sucessivamente sdo indepen-
dentes uns dos outros entao a informagao de cada um se soma a informagao
anterior. Por exemplo, se a transmissao reflete os resultados de langamentos su-
cessivos de uma moeda justa, a informagao correspondente ao resultado (Cara,
Coroa, Coroa) deve ser igual & soma das informagoes correspondentes a cada
um dos caracteres Cara, Coroa e Coroa. Ora, por independéncia, a proba-
bilidade do evento (Cara, Coroa, Coroa) é o produto das probabilidades dos
eventos Cara, Coroa e Coroa.

Isto sugere que a informagao deve ser definida em termos do logaritmo da
probabilidade. Em Teoria da Informagao é usual considerar logaritmos na base
2, porque essencialmente todos os canais de informagao que encontramos na

1Um dos autores deste livro participou uma vez numa “cacada ao tesouro”que consistia
em buscar as diferentes letras do nome de um certo objeto matematico. Aconteceu que as trés
primeiras letras encontradas foram Z, Z e Z. Essa circunstancia infeliz arruinou a continuagao
do jogo, pois as demais letras nao acrescentariam qualquer informagao: sé existe um objeto
objeto matemadtico cujo nome inclui trés vezes a letra Z (o puzzle de Yoccoz).
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pratica sao binarios. No entanto, em Teoria Ergddica é mais comum considerar
logaritmos naturais (base e), e nds faremos o mesmo.
Por definigdo, a quantidade de informagdo associada a um caracter a € A
esta dada por
I(a) = —log pa (4.1.1)

onde p, é a probabilidade (frequéncia) do caracter a. A informacao média
associada ao alfabeto A é dada por

I(A) = ZPQI(G) = Z —Pa 10g pa. (4.1.2)

acA acA

Mais geralmente, a informagao associada a uma palavra ai ...a, é

I(ay...an) = —10gpa, ..., (4.1.3)

onde pg,..q, representa a probabilidade da palavra. No caso independente ela
coincide com o produto pg, ...p,, das probabilidades de cada uma das letras,
mas em geral os dois nimeros sdo distintos. Denotando por A™ o conjunto de
todas as palavras de comprimento n, definimos

AN = Y payad(ar,..;a0) = > —pay..a, 108Par.a, - (4.1.4)
a1,...,0n

a1,..-,Qn

Finalmente, a entropia do canal de comunicacao é definida por:
1
I =1lim—I(A"). (4.1.5)
non

Convidamos o leitor a verificar que a sequéncia I(A"™) é subaditiva e, portanto,
o limite em (4.1.5) existe. Isso também estd contido na teoria, muito mais geral,
que desenvolveremos a seguir.

4.1.2 Entropia de uma partigao

Queremos adaptar estas ideias ao nosso contexto em Teoria Ergédica. A princi-
pal diferenca é que, enquanto em Teoria da Informagao o alfabeto A é discreto
(finito), em geral, esse ndo é necessariamente o caso para o espago de estados
da maioria dos sistemas dinamicos interessantes. Esse ponto é resolvido fazendo
uso de partigoes do espaco de estados.

Seja (M, B, ) um espago de probabilidade. Neste capitulo, por parti¢do
sempre entenderemos uma familia enumeravel (finita ou infinita) P de sub-
conjuntos mensuraveis de M disjuntos dois-a-dois e cuja uniao tem medida total.
Denotamos por P(z) o elemento da particao que contém um dado ponto z. A
soma PV Q de duas particoes P e Q é a particdo cujos elementos sdo as in-
tersegoes PN Q com P € P e @ € Q. Mais geralmente, dada qualquer familia
enumeravel de partigoes P,,, definimos

\/79 - {mpn : P, € P, para cada n}.
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A cada particao P associamos a respectiva fun¢do de informagao
Ip : M — R, Ip(z)=—logu(P(z)). (4.1.6)

E claro que a fungao I'p é mensuravel. Entao chamamos entropia, ou informagao
média, da particao P ao nimero
H,(P) = / Ipdp =Y —p(P)log u(P). (4.1.7)
PecP

Como é usual na teoria da integral de Lebesgue, fazemos a convencao de que
0log0 = lim,_,o xlogx = 0. Veja a Figura 4.1.

—

Figura 4.1: Grafico da fungéo ¢(z) = —xlogx

Relacionado com isto, a seguinte observacao serd 1util em diversas ocasioes.
Considere a funcao ¢ : (0,00) — R dada por ¢(z) = —xlogz. Derivando duas
vezes vemos que ¢ < 0. Portanto ¢ é concava:

tig(z1) + -+ ted(zr) < G(tizy + -+ + tyay) (4.1.8)

para todo z1,...,xx > 0ety,...,tp > 0 com t; +--- 4+t = 1. Além disso, a
concavidade é estrita: vale a igualdade em (4.1.8) se, e somente se, 1 = -+ - =
T

Dizemos que duas parti¢oes P e Q sao independentes se u(PNQ) = p(P)u(Q)
para todo P € P e todo Q € Q. Nesse caso, Ipyg = Ip + Ig e, portanto,
H,(PVvQ)=H,(P)+ H,(Q). Em geral, vale a desigualdade < como veremos
daqui a pouco.

Exemplo 4.1.1. Considere M = [0,1] munido da medida de Lebesgue. Para
cada n > 1 considere a particio P" nos subintervalos ((i —1)/10",7/10"] com
1 <3¢ <10". Entao

10"
H,(P") = Z —107"1og10™"™ = nlog 10.

i=1
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Exemplo 4.1.2. Seja M = {1,...,d}" munido de uma medida produto y = v".

Denotamos p; = v({i}) para cada i € {1,...,d}. Para cada n > 1, seja P™ a
partigdo de M em cilindros [0;ay, ..., a,] de comprimento n. A entropia de P™
é

H,(P")= > =P, Pa,108(pa, - -Pay)

A1,...3Qn
=> > - o -+ Pay 108 Pa,
J ai,...,an
—ZZ —Pa; 108Pa; Y, Pay - -Pay 1Payer - Pan-

a;,i#]

A 1ltima soma é 1gua1 a 1, uma vez que y_.p; = 1. Portanto,

n d n d d
PY)=> > —palogps, = > —pilogp; =-nY p;logp.
=1

j=laj=1 j=1i=1

Lema 4.1.3. Toda particao finita tem entropia finita. De fato, H,(P) < log #P
e vale a igualdade se, e somente se, u(P) = 1/#P para todo P € P.

Demonstragio. Seja P = {Py, P,,...,P,} e considere os ntimeros t; = 1/n e
x; = u(P;). Pela propriedade de concavidade (4.1.8):

= Ztﬂi)(%) < ¢(Ztixi) - ¢<%) - loin'
i—1 i=1

Portanto, H,(P) < logn. Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se,
w(P;) =1/n paratodoi=1,...,n. O

Exemplo 4.1.4. Considere M = [0, 1] munido da medida de Lebesgue p. Ob-
serve que a série y p; 1/(k(logk)?) é convergente. Seja ¢ o valor da soma.
Entao podemos decompor [0, 1] em intervalos Py com pu(Py) = 1/(ck(logk)?)
para todo k. Seja P a parti¢do formada por estes subintervalos. Entao,

HM(P) =

i logc + logk + 2loglog k
= ck(log k)?

Pelo critério da razao, a série do lado direito tem o mesmo comportamento
que a série Y ;- 1/(klogk) que, como sabemos, ¢ divergente (use o critério da
integral). Portanto, H,(P) = co.

Este exemplo mostra que particdes infinitas podem ter entropia infinita. A
partir daqui, ao longo de todo o capitulo, sempre consideraremos particoes
(enumeréveis) com entropia finita.

Chamamos entropia condicional de uma particado P com relagdo a uma
particao Q ao ntmero

n(PNQ)
H,(P/Q) = PEE;QEE:Q w(PNQ)log Q) (4.1.9)
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Intuitivamente, ele mede a informacao adicional fornecida pela particao P uma
vez conhecida a informagéo da particio Q. B claro que H,(P/M) = H,(P)
para todo P, onde M denota a partigao trivial M = {M}. Além disso, se P e
Q sao independentes entao H,(P/Q) = H,(P). Em geral, vale a desigualdade
< como veremos num instante.

Dadas duas partigoes P e Q, dizemos que P é menos fina que Q, e escrevemos
P < Q, se todo elemento de Q estd contido em algum elemento de P, a menos de
medida nula. A soma PV Q é, precisamente, a menos fina de todas as partigoes
R taisque P <Re Q<R.

Lema 4.1.5. Sejam P, Q e R particdes com entropia finita. Entdo,
(a) H,(PV Q/R)=H,(P/R)+ H,.(Q/PVR);
(b) se P < Q entao H,(P/R) < Hu(Q/R) e Hu(R/P) = Hu(R/Q);
(c) P < Q se, e somente se, H,(P/Q) = 0.

Demonstracdo. Por definigao,

H PV O/R) = 3 —u(PnQn R)log MEOE0H)
For p(R)
B wW(PNQNR)
+ Z —u(PﬂQﬂR)log'u(f(;)m.

P,Q,R

A soma do lado direito pode ser reescrita como

> M(SOQ)log“(ij)+ > —M(PmR)logm

SEPVR,QEQ (5) PeP RER n(R)
— H,(Q/PVR) + H,(P/R).

Isto demonstra o item (a). Agora observe que se P < Q entao

Hy(P/R)=>_>" > —u@nR) 1og(#(;)m

P R QCP
<33 3 -wenmu G5 - @rm)
P R QCP

Isto prova a primeira parte do item (b). Para provar a segunda parte, note que
para quaisquer P € P e R € R, tem-se

RmP Q) RmQ)
- Z i i
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Claro que ZQCp,u(Q)/u(P) = 1. Entdo, pela propriedade (4.1.8),

o e

QCP

para todo P € P e R € R. Consequentemente,

H,(R/P) = ZM(P)QZ)(M) S wQ) RN Q)

2 u(P) )= 2 @)
B Z mQ RS)Q)) /t(R/Q)

Finalmente, segue da defini¢ao em (4.1.9) que H,(P/Q) = 0 se, e somente se,
para todo P € P e todo @ € O,

MPNQ)
Q)
Em outras palavras, ou @ é disjunto de P (a menos de medida nula) ou @ estd

contido em P (a menos de medida nula). Isto quer dizer que H,(P/Q) = 0 se,
e somente se, P < Q. O

w(PNQ)=0 ouentao

Em particular, tomando P = M no item (b) do lema obtemos que
H,(R/Q) < H,(R) para quaisquer particoes R e Q. (4.1.10)
Além disso, tomando R = M no item (a), vem que
H,(PvQ)=H,(P)+H,Q/P)<H,P)+ H,Q). (4.1.11)

Seja f : M — N uma transformagao mensuravel e seja p uma probabilidade
em M. Entao f.p é uma probabilidade em N. Além disso, se P é uma parti¢ao
de N entao f~1(P)={f!(P): P € P} é uma particao de M. Por definicdo,

Hy(f7H(P) = Y —ulf~H(P) log u(f~H(P))
rer (4.1.12)
=Y —fenlP)log fop(P) = Hp-,(P).

PepP
Em particular, se M = N e a medida p é invariante por f entao
H,(f~Y(P)) = H,(P) para toda particio P. (4.1.13)
Também precisaremos da seguinte propriedade de continuidade:

Lema 4.1.6. Dado k> 1 ec > 0 existe 6 > 0 tal que, para quaisquer parti¢oes
finitas P ={Py,..., P} e Q={Q1,...,Qx},

w(PAQ;) <0 para todoi=1,....k = H,(Q/P)<e
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Demonstragio. Fixe e > 0 e k > 1. Pela continuidade da fungéo ¢ : [0,1] — R,
é(x) = —zlog z, existe p > 0 tal que ¢(x) < ¢/k? para todo = € [0, p)U(1—p, 1].
Tome 6 = p/k. Dadas partigdes P e Q como no enunciado, denote por R a
particdo cujos elementos sdo as intersecoes P; N Q; com i # j e também o
conjunto U¥_; P, N Q;. Note que p(P; N Q;) < u(PAQ;) < § para todo i # j e

k k
UPmQ > (uP) = w(PAQ:)) > > (u(Py) = 8) =1—p,
=1

i=1 i=1

Portanto,

= > ou(R) < #R 5 <<

RER
E claro da defini¢éo que PV Q = PV R. Entdo, usando (4.1.11) e (4.1.10),
H,(Q/P)=H,(PVQ)— H,(P)=H,(PVR)— H,(P)
= H,(R/P) < H,(R) <e.

Isto prova o lema. O

4.1.3 Entropia de um sistema dinamico

Seja f : M — M uma transformagao mensuravel preservando uma medida de
probabilidade p. A nogao de entropia do sistema (f, u), apresentada a seguir,
é inspirada pela ideia de entropia de um canal de comunicagao definida por
(4.1.5).

Dada uma partigao P de M com entropia finita, denotamos

= \/ f7YP) paracadan > 1.

Observe que o elemento P"(x) que contém = € M estd dado por:

P"(x) = P(x) N fTHP(f(2))) N0 f TP (2)).

E claro que a sequéncia P™ é nao-decrescente, ou seja, P < P"*! para todo n.
Portanto, a sequéncia das entropias H,(P") também é nao-decrescente. Outro
fato importante é que esta sequéncia é subaditiva:

Lema 4.1.7. H,(P™") < H,(P™) + H,(P"™) para todo m,n > 1.

Demonstracio. Por definicao, P+ = vin=l f=i(P) = pmy f=m(P"). Por-
tanto, usando (4.1.11),

Hy,(P™7) < Hu(P™) + Hy(f7(P")). (41.14)

Por outro lado, como a medida p é invariante por f, a propriedade (4.1.13)
implica que H,(f~"™(P")) = H,(P") para todo m,n. Substituindo este fato
m (4.1.14) obtemos a conclusdo do lema. O
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Como a sequéncia H,,(P") é subaditiva, temos que o limite
1
hy(f, P) = lim —H,, (P") (4.1.15)

existe e coincide com o infimo da sequéncia do lado direito. Chamamos h,(f,P)
entropia de f com relagdo & particio P. Observe que esta entropia é tanto
maior quanto mais fina for a particao. De fato, se P < Q entao P < Q"
para todo n. Usando o Lema 4.1.5, segue que H,(P") < H,(Q") para todo n.
Consequentemente,

P=<Q = hu(f,P)<hu(f, Q). (4.1.16)

Finalmente, a entropia do sistema (f, 1) é definida por
hu(f) = sgphu(f,P), (4.1.17)

onde o supremo é tomado sobre todas as partigdes com entropia finita. Uma
observacao 1til é que a definicao nao é afetada se considerarmos o supremo
apenas sobre as partigdes finitas (veja o Exercicio 4.4.2).

Exemplo 4.1.8. Suponhamos que a medida invariante p estd suportada numa
érbita periédica. Em outras palavras, existe z em M e k > 1 tal que f*(z) ==
e a medida p é dada por
1
=1 (O +0p) + oo+ Oy

Neste caso a medida s6 toma um nimero finito de valores. Consequentemente,
a entropia H,(P) também sé toma um ntmero finito de valores quando consi-
deramos todas as partigoes P. Em particular, lim, n='H,(P") = 0 para toda
particdo P. Isto prova que neste caso h,(f) = 0.

Exemplo 4.1.9. Considere a transformagdo expanséao decimal f : [0,1] — [0, 1],
dada por f(z) = 10z — [10z]. Como observamos anteriormente, f preserva a
medida de Lebesgue no intervalo u. Seja P a particao de [0, 1] nos intervalos
da forma ((i —1)/10,4/10] com ¢ = 1,...,10. Entdo P" ¢ a parti¢do nos
intervalos da forma ((i —1)/10",4/10"] com ¢ = 1,...,10™. Usando o célculo
do Exemplo 4.1.1, obtemos que

1
h,(f,P) =lim EH‘L(P”) = log 10.

Usando a teoria que serd desenvolvida na Secao 4.2 (teorema de Kolmogorov-
Sinai e seus corolarios), veremos que este é também o valor da entropia h,(f),
ou seja, P realiza o supremo na definigao (4.1.17).

Exemplo 4.1.10. Considere o deslocamento o : ¥ — X em X = {1,...,d}" (ou
¥ ={1,...,d}?), munido de uma medida de Bernoulli = 'V (respectivamente,
p = v?). Seja P a particiao de ¥ em cilindros [0;a] com a = 1,...,d. Entao P"
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é a parti¢ao em cilindros [0;aq,. .., a,] de comprimento n. Usando o cdlculo do
Exemplo 4.1.2 concluimos que

d

] 1 n _— — . .
hu(o,P) = hrrln ﬁHu(P ) = ; p; log p;. (4.1.18)

A teoria que apresentaremos na Secao 4.2 permitird concluir que este é também
o valor da entropia h, (o).

Segue da expressao (4.1.18) que para todo = > 0 existe algum deslocamento
de Bernoulli (o, ) tal que h,(0) = x. Usaremos esta observacdo um certo
namero de vezes ao longo do texto.

Lema 4.1.11. h,(f, Q) < hu(f,P) + Hu.(Q/P) para quaisquer particées P e
Q com entropia finita.

Demonstracao. Pelo Lema 4.1.5, para todo n > 1 vale que
H, (QY/P"*Y) = H,(Q"V f7(Q)/P" v ["(P))
< H,(Q"/P") + Hu(f7(Q)/F7(P)).

O dltimo termo é igual a H,(Q/P), porque a medida p é invariante por f.
Portanto, a relagao anterior prova que

H,(Q"/P") <nH,(Q/P) para todon > 1. (4.1.19)
Usando o Lema 4.1.5 uma vez mais, segue que
H,(Q") < H,(P" v Q") = Hy(P") + Hu(Q"/P") < Hy(P") + nH,(Q/P).

Dividindo por n e passando ao limite quando n — oo obtemos a conclusao do
lema. O

Lema 4.1.12. h,(f,P) = lim, H,(P/\/}_, f~7(P)) para qualquer particio P
com entropia finita.

Demonstragdo. Usando o Lema 4.1.5(a) e o fato de que a medida p é invariante:

m(\ 150 =8\ 1 P) + 5P\ 7P)
= m(\ 77 P) + (P \ 17 (P))

para todo n. Por recorréncia, segue que

n—1 n—1

k
Hy(\/ f7(P) = HuP)+ > _ Hu(P/ \/ F(P)).

=0 k=1
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Portanto, h,(f,P) é dada pelo limite Cesaro

n—1 n—1 k
hu(f,P) = lim %Hﬂ( \ £7(P)) :h}ln%ZHM(P/ \ 7 (P)).
Jj=0 k=1 j=1

Por outro lado, o Lema 4.1.5(b) garante que a sequéncia H,(P/ Vi_, f~7(P))
¢ decrescente. Em particular, lim,, H,(P/ Vj_, J7I(P)) existe e, consequente-
mente, coincide com o limite Cesaro na igualdade anterior. O

Recorde que P = ViZ} f~/(P). Quando f: M — M & invertivel, também
consideramos P+ = V=1 = (P).

j=-n

Lema 4.1.13. Se P € parti¢do com entropia finita entdo h,(f,P) = h,(f, P*)
para todo k > 1. Se f é invertivel, também temos h,(f,P) = h,(f, PEF) para
todo k > 1.

Demonstracdo. Observe que, dado qualquer n > 1,

n—1 n—1 k—1 k2
\/ fPr) = \/ F( \/ f7UP)) = \/ FUP) = prh-t,

Portanto,
hy(f, P*) = lim %HH (PmHE1) = lim %Hﬂ (P") = hu (£, P).

Isto prova a primeira parte do lema. Para provar a segunda parte, note que:

n—1 n—1 k—1 n+k—2
\/ f*j(lpﬂ:k) _ \/ f*j( \/ ffz(fp)) _ \/ ffl(rP) _ ffk(rpn+2k71)
3=0 j=0 i=—k I=—k

para todo n e todo k. Portanto,
1 1
(5 P54) = lim L, (75 < tim L, () = (1)
(a segunda igualdade usa o fato de que p é invariante por f). O

Proposigao 4.1.14. Tem-se h,(f*) = kh,(f) para todo k € N. Se f ¢ in-
vertivel entio h,(f*) = |k|h,(f) para todo k € Z.

Demonstracao. E claro que a igualdade vale para k = 0, uma vez que f° = id
e h,(id) = 0. No que segue, supomos que k ¢é diferente de zero. Considere
g = f* e seja P uma particio qualquer de M com entropia finita. Lembrando
que Pk =PV f~YP) V.-V f*+1(P), vemos que

km—1 m—1 k—1 m—1

Pim =\ Py =\ N 1 P) = Vg7 (P,

j=0 i=0
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Portanto,
khy,(f,P) = lim %Hu (P¥™) = h, (g, PF). (4.1.20)

Como P < P*, esta igualdade implica que h,(g,P) < kh,(f,P) < hu(g)
qualquer que seja P. Tomando o supremo sobre as partigoes P, segue que
hu(g9) < khu(f) < hu(g). Isto prova que kh,(f) = hu(g), conforme afirmado.

Agora suponha que f é invertivel. Seja P uma particao qualquer de M com
entropia finita. Para qualquer n > 1,

H,(ViZy f7(P)) = Hu(f" (VIS F1(P))) = Hu(ViZy F1(P)),

uma vez que a medida p é invariante. Dividindo por n e passando ao limite
quando n — oo, obtemos que

ha(f,P) = hu(f 7, P). (4.1.21)

Tomando o supremo sobre estas partigoes P, vem que hy,(f) = h,(f~'). Subs-
tituindo f for f* e usando a primeira metade da proposicdo, concluimos que
hu(f7%) = h,(f*) = kh,(f) para todo k € N. O

4.2 Teorema de Kolmogorov-Sinai

Em geral, a principal dificuldade para calcular a entropia reside no calculo do
supremo na definigdo (4.1.17). Os métodos que vamos desenvolver nesta se¢ao
permitem simplificar a tarefa em muitos casos, identificando certas particoes P
que realizam o supremo, isto é, tais que h,(f,P) = h,(f). O resultado principal
é o seguinte:

Teorema 4.2.1 (Kolmogorov-Sinai). Seja P; < -++ < P, < -+ uma sequéncia
ndo-decrescente de parti¢oes com entropia finita tais que USSP, gera a o-
algebra dos conguntos mensurdveis, a menos de medida nula. Entao

() =l by (1. Pn).

Demonstragao. O limite sempre existe, pois a propriedade (4.1.16) implica que
a sequéncia h,(f,Pr) é nio decrescente. A desigualdade > no enunciado é
consequéncia direta da definicao de entropia. Portanto, s6 precisamos mostrar
que h,(f, Q) < lim, h,(f,P,) para toda particio Q com entropia finita. Vamos
usar o seguinte fato, que é interessante em si mesmo:

Proposigao 4.2.2. Seja A uma dlgebra que gera a o-dlgebra dos conjuntos
mensurdveis, a menos de medida nula. Para toda particio Q com entropia
finita e todo € > 0 existe alguma parti¢io finita P C A tal que H,(Q/P) < €.

Demonstra¢ao. O primeiro passo é reduzir o enunciado ao caso em que Q é
finita. Denote por Q;, 7 = 1,2,... os elementos de Q. Para cada k > 1,
considere a particao finita

Qr={Q1,...,Qr. M\ U"_,Q;}.
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Lema 4.2.3. limy H,(Q/Qk) = 0 para toda particdo Q com entropia finita.

Demonstragao. Denote Qo = M\ U?Zle. Por definigéo,

w(Qi N Qj)
H,(Q/Qk) w(Q; N Q) log ———,
9= gl

Todas as parcelas com ¢ > 1 sdo nulas, uma vez que nesse caso pu(Q; N Q;) é
igual a zero se i # j e é igual a u(Q;) se i = j. Para ¢ = 0 temos que u(Q; N Q)
é igual a zero se j < k e é igual a u(Q;) se j > k. Portanto,

H,(Q/Q) = ;k—mczj)log %g; < ;—u@j)logu(@j).

A hipotese de que Q tem entropia finita significa que a expressao do lado direito
converge para zero quando k — oco. O

Dado € > 0, fixe k > 1 tal que H,(Q/Qy) < /2. Considere qualquer ¢ > 0.
Pelo teorema de aproximacao (Teorema A.1.19), para cada i = 1,...,k existe
A; € A tal que

w(QiAA) < §/(2k2). (4.2.1)
Defina P, = A1 e P, = Ai\uj;llAj parai=2,...,ketambém P, = M\Uk 1A
E claro que P = {Py1,..., Py, Po} é particio de M e que P; € A para todo i.
Parai=1,... k, temos que P,AA; = P\ A; = A;N (U;;ll Aj). Dado qualquer
x neste conjunto, existe j < i tal que x € 4, N A;. Como Q; N Q; = 0, segue
que z € (4; \ Q;) U (4;\ Q;). Isto prova que

PAA; CUi_ (Aj\ Q)) C U, (A;AQ;)

e, portanto, u(PAA;) < i6/(2k*) < §/(2k). Juntamente com (4.2.1), isto
implica que

wW(PAQ;) < 6/(2k%) +6/(2k) < §/k parai=1,...,k. (4.2.2)
Além disso, PyAQy C UY_, P,AQ; uma vez que P e Qy sdo particoes de M.

Logo, (4.2.2) implica
/,L(POAQO) < 4. (423)

De acordo com o Lema 4.1.6, supondo que 6 > 0 ¢é suficientemente pequeno, as
relacoes (4.2.2) e (4.2.3) implicam que H,,(Qr/P) < £/2. Entao, pela desigual-
dade no Exercicio 4.4.1,

H,(Q/P) < H,(Q/Qk)+H,(Qx/P) <e
tal como afirmado. O

Coroldrio 4.2.4. Se (P,), € sequéncia de particées nas condi¢oes do Teo-
rema 4.2.1 entao lim, H,(Q/P,) = 0 para toda particio Q com entropia finita.
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Demonstra¢do. Para cada n, seja A, a algebra gerada por P,,. Note que os
elementos de A, sdo as unides finitas de elementos de P,, juntamente com os
complementos dessas unides. Além disso, A = U, A, é a dlgebra gerada por
UpPy,. Considere qualquer € > 0. Pela Proposicao 4.2.2, existe uma partigao
finita P C A tal que H,(Q/P) < e. Logo, uma vez que P ¢ finita, existe
m > 1 tal que P C A,, e, portanto, P é menos fina que P,,. Entao, usando o
Lema 4.1.5,

H,(Q/P,) < H,(Q/Pm) < H,(Q/P) <e paratodon >m.
Isto completa a demonstragao do corolario. O

Estamos prontos para concluir a demonstracao do Teorema 4.2.1. Pelo
Lema 4.1.11, temos que

h(f, Q) < hu(f,Pn) + Hi(Q/Pr) para todo n.

Passando ao limite quando n — oo, obtemos que h,(f, Q) < lim, h,(f,Px)
para toda particao Q@ com entropia finita. O

4.2.1 Particoes geradoras

Nesta secao, e nas seguintes, deduziremos diversas consequéncias uteis do Teo-
rema 4.2.1.

Corolério 4.2.5. Seja P uma particdo com entropia finita tal que a unido dos
iterados P™ = \/?;Olf_j (P), n > 1 gera a o-dlgebra dos conjuntos mensurdveis,
a menos de medida nula. Entdo h,(f) = h,(f,P).

Demonstracao. Basta aplicar o Teorema 4.2.1 a sequéncia P™, lembrando que
hu(f,P"™) = hu(f, P) para todo n, de acordo com o Lema 4.1.13. O

Corolario 4.2.6. Suponha que o sistema (f,p) € invertivel. Seja P uma
particdo com entropia finita tal que a unido dos iterados P" = \/?;infﬂ (P),
n > 1 gera a o-dlgebra dos conjuntos mensurdveis, a menos de medida nula.

Entao hu(f) - hu(f77))

Demonstracio. Basta aplicar o Teorema 4.2.1 & sequéncia P*", lembrando que
h,(f, PE") = h,(f,P) para todo n, de acordo com o Lema 4.1.13. O

Em particular, os Coroldrios 4.2.5 e 4.2.6 completam o cédlculo da entro-
pia da transformacao expansao decimal e dos deslocamentos de Bernoulli, que
iniciamos nos Exemplos 4.1.9 e 4.1.10, respectivamente.

Em qualquer dos casos nos Corolarios 4.2.5 e 4.2.6 dizemos que P é uma
particao geradora, ou um gerador do sistema. Note, no entanto, que isto contém
um certo abuso de linguagem, ja que as condi¢oes nos dois coroldrios nao sao
equivalentes. Por exemplo, para o deslocamento em M = {1,...,d}?, a particio
P em cilindros {[0;a] : @ = 1,...,d} é tal que a unido dos iterados bilaterais
P gera a o-dlgebra mas a unido dos iterados unilaterais P™ nao gera. Quando
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for necesséario distinguir entre os dois conceitos, falaremos de gerador unilateral
e gerador bilateral, respectivamente.

A este respeito também observamos que certos sistemas tnvertiveis admitem
geradores unilaterais. Por exemplo, se f : S1 — S! é uma rotacdo irracional e
P = {I,S'\ I} é uma partigdo do circulo em dois intervalos complementares,
entdo P é gerador unilateral (e também bilateral, evidentemente). No entanto,
este tipo de situacao sé é possivel para sistemas com entropia nula:

Corolario 4.2.7. Suponha que o sistema (f,p) € invertivel e existe alguma
particéo P com entropia finita tal que U5 P™ gera a o-dlgebra dos conjuntos
mensurdveis, a menos de medida nula. Entao h,(f) = 0.

Demonstracao. Combinando o Lema 4.1.12 e o Corolario 4.2.5:
hu(f) = hu(f, P) = lim H,(P/f~(P")).

Como U, P™ gera a o-algebra B dos conjuntos mensurdveis, U, f~1(P") gera
a o-dlgebra f~1(B). Mas f~1(B) = B, uma vez que f é invertivel. Logo, o
Corolério 4.2.4 implica que H,,(P/f~(P™)) converge para zero quando n — oo.
Segue que h,(f) = hu(f,P) =0. O

Suponha que M é um espaco métrico, munido da sua o-dlgebra de Borel.

Coroldrio 4.2.8. Seja P; < -+ < P, < --+ uma sequéncia ndo decrescente de
particoes com entropia finita tais que diam P, (x) — 0 para u-quase todo x € M.
Entao

hu(f) = liTan hu(f, Pn).

Demonstra¢do. Seja U um aberto, ndo vazio, qualquer de M. A hipdtese garante
que para cada x € U existe n(z) tal que o conjunto P, = P, ,)(z) estd contido
em U. E claro que P, pertence a dlgebra A gerada por U, P,,. Observe também
que esta algebra é enumeravel, ji que ela estd formada pelas unioes finitas de
elementos das particoes P, juntamente com os complementares de tais unioes.
Em particular, o conjunto dos valores tomados por P, é enumeravel. Segue que
U = Uzcy P, esté na o-dlgebra gerada A. Isto prova que a o-dlgebra gerada por
A contém todos os abertos e, portanto, contém todos os conjuntos borelianos.
Agora, a conclusio segue de uma aplicagao direta do Teorema 4.2.1. O

Exemplo 4.2.9. Seja f: S' — S' um homeomorfismo e seja ;. uma probabili-
dade invariante qualquer. Dada uma particdo finita P de S' em subintervalos,
denotemos por zi,...,T,, 0s seus pontos extremos. Para qualquer j > 1, a
particio f~7(P) estd formada pelos subintervalos de S! determinados pelos
pontos f~I(z;). Isto implica que, para cada n > 1, os elementos de P™ tém os
seus pontos extremos no conjunto

{f9(xi):j=0,....n—1lei=1,...,m}.
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Em particular, #P" < mn. Entao, usando o Lema 4.1.3,
o1 .1 o1
hu(f,P) =1lim —H,(P") < lim — log #P" < lim — logmn = 0.
n n n n nn

Segue que h,(f) = 0: para isso basta considerar qualquer sequéncia de particoes
finitas em intervalos com diametro indo para zero e aplicar o Corolario 4.2.8.

Corolario 4.2.10. Seja P uma parti¢cio com entropia finita tal que, para p-
quase todo x € M, tem-se diam P™(x) — 0. Entao h,(f) = hu(f,P).

Demonstracdo. Basta aplicar o Corolério 4.2.8 & sequéncia P™, lembrando que
hu(f, P") = hu(f, P) para todo n. O

Analogamente, se f é invertivel e P é uma particdo de M com entropia finita
e tal que diam P*"(x) — 0 para p-quase todo z € M, entdo h,(f) = h,(f,P).

Sabemos que geradores existem na maioria dos casos interessantes, embo-
ra possa ser dificil exibir um gerador explicitamente. De fato, suponha que o
ambiente é um espago de Lebesgue. Rokhlin [Rok67, §10] mostrou que se um
sistema é aperiddico (isto é, o conjunto dos pontos periddicos tem medida nula)
e quase todo ponto tem um conjunto enumerdvel (finito ou infinito) de pré-
imagens, entao existe algum gerador enumeravel. Em particular, todo sistema
invertivel aperiédico admite algum gerador enumeravel. Em geral, este gerador
pode ter entropia infinita. Mas Rokhlin [Rok67, §10] também mostrou que
todo sistema invertivel aperiddico com entropia finita admite algum gerador
bilateral com entropia finita. Além disso (Krieger [Kri70]), este gerador pode
ser escolhido finito se o sistema for ergédico.

4.2.2 Semicontinuidade da entropia

A seguir vamos examinar a funcdo entropia, que associa a cada medida inva-
riante p de uma transformacao f dada o valor da respectiva entropia h,(f).
Vamos ver que esta funcao nao é continua, em geral. No entanto, sob hipoteses
bastante amplas ela é semicontinua superiormente: dado qualquer € > 0, tem-se
que h,(f) < h,(f) + ¢ para todo v suficientemente préximo de . Isso vale, em
particular, para a classe de transformagoes que chamamos de expansivas.

Comecamos por mostrar, por meio de um exemplo, que a fungdo entropia
pode ser descontinua:

Exemplo 4.2.11. Seja f : [0,1] — [0,1] a transformagio expansido decimal.
Como vimos no Exemplo 4.1.9, a entropia de f relativamente a medida de
Lebesgue m é h,,,(f) = log10. Para cada k > 1, denote por Fj o conjunto
dos pontos fixos do iterado f*. Observe que Fj é um conjunto invariante com
#F, = 10*, e que estes conjuntos estdo equidistribuidos no seguinte sentido:
cada intervalo [(i—1)/10%,i/10*] contém exatamente um ponto de Fy. Considere

a sequéncia de medidas
1
Mg = 10k Z Oz

rEFy
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As observagoes anteriores implicam que cada pj é uma probabilidade invariante
e que a sequéncia (ug)r converge para a medida de Lebesgue m na topolo-
gia fraca* (verifique). Como py estd suportada num conjunto finito, o mesmo
argumento que usamos no Exemplo 4.1.8 prova que hy, (f) = 0 para todo k.
Portanto, a entropia nao varia continuamente com a medida invariante.

Por outro lado, em geral, considere qualquer particao finita P de M cujo
bordo
oP=J op
PcP
satisfaz p(0P) = 0. A funcdo v — v(P) é continua no ponto y, para todo
P € P. Consequentemente, a fungao

v— H,(P)= Z —v(P)logv(P)
pep

também é continua em p. A hipdtese sobre P também implica que pu(0P™) =0
para todo n > 1, uma vez que

OP" COPU f~HOP)U---U f"T(OP).
Assim, a fungao v — H,(P™) é continua para todo n.

Proposicao 4.2.12. Seja P uma particdo finita tal que u(OP) = 0. Entdo, a
fungdo v — h,(f, P) € semicontinua superiormente em .

Demonstracdo. Basta lembrar que, por definigao,
1
hy(f,P) =inf —H,(f,P)
n n

e que o infimo de qualquer familia de fungoes continuas é uma funcao semi-
continua superiormente. O

Corolario 4.2.13. Suponha que existe uma particao finita P tal que p(OP) =0
e U, P™ gera a o-dlgebra dos subconjuntos mensurdveis de M a menos de medida
nula. Entdo a funcdo n — hy(f) € semicontinua superiormente no ponto p.

Demonstragao. Pela Proposicao 4.2.12, dado € > 0 existe uma vizinhanca U de
p tal que hy, (f,P) < hu(f,P)+ € para todo v € V. Temos h,(f,P) < hu(f),
por definicdo. Pelo Coroldrio 4.2.5, a hipdtese implica que h,(f,P) = h,(f)
para todo v. Portanto, h,(f) < h,(f)+ ¢ para todo v € V. O

Agora suponhamos que M é um espago métrico compacto e p é uma proba-
bilidade boreliana em M. Por definigao, o didmetro diam P de uma particao P
é o supremo dos diametros dos seus elementos. Entao temos a seguinte versao
mais especializada do corolario anterior:

Coroldrio 4.2.14. Suponha que existe g > 0 tal que toda parti¢cdo finita P
com diamP < gy satisfaz lim, diam P™ = 0. FEntdo, a funcdo p — h,(f) €
semi-continua superiormente. Consequentemente, essa funcdo € limitada e o
seu supremo € atingido para alguma medida .
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Demonstra¢do. Como vimos no Corolario 4.2.10, a propriedade lim,, diam P" =
0 implica que U,P" gera a o-dlgebra dos conjuntos mensuraveis. Por outro
lado, dada qualquer probabilidade invariante p é facil escolher?; seja U uma
cobertura finita de M por tais bolas; tome para P a particao associada a U,
ou seja, a particao cujos elementos sao os conjuntos maximais que, para cada
U € U, estao contidos em U ou no complementar U¢, uma particao P com
didmetro menor que ¢q e tal que pu(0P) = 0. Segue do coroldrio anterior que a
fungao entropia é semicontinua superiormente em p e, como p é arbitraria, isso
dé a primeira afirmagao do enunciado.

As demais afirmagbes sdo consequéncias gerais da semicontinuidade, lem-
brando que o dominio da fungdo entropia, ou seja, o espago M1 (f) das proba-
bilidades invariantes, é um espago compacto. O

Quando f é invertivel podemos substituir P" por P*" = \/;-L;ln ~J(P) no
enunciado dos Coroldrios 4.2.13 e 4.2.14. A demonstracgao é andloga, usando o

Corolario 4.2.6 e a versao do Corolario 4.2.10 para transformagoes invertiveis.

4.2.3 Transformagoes expansivas

Agora vamos discutir uma classe bastante ampla de transformagoes que satis-
fazem as condi¢oes do Corolario 4.2.14.

Uma transformagao continua f : M — M num espago métrico é dita ex-
pansiva se existe €g > 0 (chamada constante de expansividade) tal que, dados
x,y € M com z # y existe n € N tal que d(f™(z), f"(y)) > €o. Ou seja, quais-
quer duas érbitas distintas podem ser distinguidas, de forma macroscépica, em
algum momento da iteragao.

Quando a transformacao f é invertivel também temos uma versao bilateral
da nocao de expansividade, definida do seguinte modo: existe g9 > 0 tal que,
dados x,y € M com x # y existe n € Z tal que d(f"(x), f"(y)) > 9. Esta
propriedade sempre vale se a transformagao for expansiva (no sentido anterior),
jdque N C Z.

Exemplo 4.2.15. Seja 0 : ¥ — ¥ o deslocamento em X = {1,...,d}". Consi-
deramos em X a distancia d((z,)n, (Yn)n) = 27~ onde N é o menor valor de n
tal que z,, # y,. Note que d(o™ (2),0N(y) =2=1sez = (n)n ey = (Yn)n
sao pontos distintos. Isto prova que o é uma transformagao expansiva, com
o = 1 como constante de expansividade.

Analogamente, o deslocamento bilateral o : ¥ — Y em ¥ = {1,...,d}* é
expansivo no sentido bilateral (mas ndo no sentido unilateral).

Deixamos ao cuidado do leitor verificar (Exercicio 4.4.6) que a expansao
decimal f(x) = 10z — [10z] também é expansiva. Por outro lado, rota¢ées num
toro nunca sao expansivas.

2Por exemplo: para cada x escolha r, € (0,e0) tal que o bordo da bola de centro z e raio
r, tenha medida nula
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Proposigao 4.2.16. Seja f : M — M wuma transformagdo expansiva num
espaco métrico compacto e seja €9 > 0 uma constante de expansividade. Entao
tem-se lim,, diam P"™ = 0 para toda particao finita P com diam P < gg.

Demonstragao. E claro que a sequéncia diam P™ é nao crescente. Seja d o seu
infimo e suponhamos que 6 > 0. Entao, para todo n > 1 existem pontos x,, €
yn tais que d(zy,yn) > 6/2 mas x, e y, pertencem ao mesmo elemento de P™
e, portanto, satisfazem

d(fj(xn),fj(yn)) <diamP < ey paratodo0<j<n.

Por compacidade, existe (n;); — oo tal que (x,;); e (yn,); convergem para
pontos x e y, respectivamente. Entao z # y mas d(f?(x), f2(y)) < diamP < g
para todo j > 0. Isto contradiz a hipétese de que gy é constante de expansivi-
dade. O

Corolario 4.2.17. Se f : M — M ¢ uma transformac¢ao expansiva num espaco
métrico compacto entao a fungdo entropia € semicontinua superiormente e exis-
tem probabilidades invariantes pi cuja entropia h,(f) € mdzima entre todas as
probabilidades invariantes de f.

Demonstra¢ao. Combine a Proposicao 4.2.16 com o Corolario 4.2.14. O

Se a transformacgao f é invertivel e expansiva no sentido bilateral, podemos
substituir P” por P*" na Proposicdo 4.2.16 e a conclusdo do Corolario 4.2.17
também permanece valida tal como estd enunciada.

4.3 Entropia local

O teorema de Shannon-McMillan-Breiman, que vamos discutir nesta secéo, for-
nece uma visao complementar do conceito de entropia, mais detalhada e de na-
tureza mais local. Também mencionaremos uma versao topoldgica dessa ideia,
que é devida a Brin-Katok.

Teorema 4.3.1 (Shannon-McMillan-Breiman). Dada qualquer particio P com
entropia finita, o limite

1
hu(f,P,x) =lim——log u(P"(x)) existe em p-quase todo ponto.  (4.3.1)
n n

A fungao x — h,(f,P,x) é p-integrdvel, e o limite também vale em L'(u).
Além disso,

/hﬂ(fvp?‘T) dﬂ(w) = hu(f?P)

Se (f,p) € ergddico entao h,(f,P,x) = h,(f, P) em u-quase todo ponto.
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Lembre que P"(z) = P(x)Nf~HP(f(z)))N- - -Nf " THP(f*~1(z))), ou seja,
este conjunto esta formado pelos pontos cujas trajetérias se mantém “préximas”
da trajetoria de x durante n iterados, no sentido de que as duas visitam os
mesmos elementos de P. O Teorema 4.3.1 afirma que a medida deste conjunto
tem uma taxa exponencial de decaimento bem definida: em p-quase todo ponto,

w(P™(z)) ~ e~ uFP2) para todo n grande.

O teorema de Brin-Katok, que enunciamos a seguir, pertence a mesma
familia de resultados, mas usa uma nocao distinta de proximidade.

Definigao 4.3.2. Suponhamos que f: M — M é uma aplicagdo continua num
espaco métrico compacto. Dadox € M, n > 1 ee > 0, chamamos bola dinamica
de comprimento n e raio € em torno de z ao conjunto:

B(z,n,e) = {y € M : d(f’(x), f’(y)) < € para todo j = 0,1,...,n — 1}.

Em outras palavras, B(x,n, ) = ﬂ?;ol ~J(B(f’(z),e)). Defina:
1
+ — lims
h‘p (f,€,$) - hmnbup_EIOg/’[’(B(x7na 8)) €
_ .. 1
h,(f,e,x) = hmnmf - log pu(B(x, n,€)).

Teorema 4.3.3 (Brin-Katok). Seja p uma probabilidade invariante por f. Os
limites

. Jr . -

lim by (feox) e limh, (fe )
existem e sdo iguais para p-quase todo ponto. Denotando por h,(f,z) o seu
valor comum, a funcao h,(f,-) € integrdvel e tem-se

hulf) = [ bu(.)dta).
A prova deste resultado pode ser encontrada no artigo original de Brin,
Katok [BK83] e nao serd apresentada aqui.

Exemplo 4.3.4 (Translagbes em grupos compactos). Seja G um grupo com-
pacto metrizavel e seja p a respectiva medida de Haar. Toda translacao de G, a
esquerda ou a direita, tem entropia nula relativamente a . De fato, considere
em G uma distancia d invariante por translagoes . Entao,

Eg(B(gc7 g)) = B(Eg(ac), €)

para quaisquer g € G e j € Z. Consequentemente, B(z,n,e) = B(z,e) para
todo n > 1. Entao,

. 1
hf(Eg,s,x) = hrrln—ﬁ log u(B(z,€)) =0

para todo € > 0 e x € G. Pelo teorema de Brin-Katok, segue que h,(E,) = 0.
O mesmo argumento se aplica para translacoes D, a direita.
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4.4 Exemplos

Vamos agora ilustrar os resultados anteriores por meio de alguns exemplos.

4.4.1 Deslocamentos de Markov

Seja ¥ = {1,...,d}N e seja 0 : ¥ — ¥ a transformacdo deslocamento. Seja
uma medida de Markov associada a uma matriz estocastica P = (P; ;); ; € um
vetor de probabilidade p = (p;);. Vamos provar:

Proposicao 4.4.1. h,(0) = Za 1 Pa Zb 1 —Paplog Pyy.

Demonstragao. Considere a particdio P de ¥ em cilindros [0;a], a = 1,...,d.
Para cada n, o iterado P™ é a partigdo em cilindros [0;ay,...,a,] de compri-
mento n. Lembrando que p([0; a1, ..., an]) = Day Pay.as - Pay_1.a,,, VEIMOS que

H;L(,Pn) = Z _palpal,az e Pan_l,an 10g (pa1pa1,a2 e Pan_l,an)

A1,..5Qn

Z —Pa, l0g pa, Z Pora - Pan_1an (4.4.1)

+ Z Z - log Paj,ajJrl Zpalpahag e Pa”,ha,n

Jj=laj,a;j+1

onde a tltima soma é sobre todos os valores de ay,...,a;-1,0j42,...,an. Por

um lado,
g Pal,az te an 1,0n E : ai,an
ag,...,an

uma vez que P™ é uma matriz estocastica. Por outro lado, P*p = p,

E - — E J n—j—1
pa1Pa1,a2 Pan717an - Pa, Pal,ajpaj»aj+1paj+1,an

ar,n

_ J _
- § :palpal,aj Poja;01 = PajPaja;0s

porque P"~7~! é uma matriz estocéstica e pP? = P7*p = p. Substituindo estas
observagoes em (4.4.1), obtemos que

Hm”)fZ—pal logpa1+2 > —Pa;Paja;ii 108 Pajay

Jj=1aj,a;4+1

= Z —Pa Inga + (n - 1) Z _paPa,b 10g Pa,b-
a a,b

Entéo h,(o,P) = Za,b —po Py plog Py p. Como a familia de todos os cilindros
[0;a1,...,a,] gera a o-algebra de X, segue do Corolario 4.2.5 que h,(0) =
hu(o,P). Isto completa a prova do teorema. O
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Esta conclusao permanece valida no caso de deslocamentos de Markov bi-
laterais, ou seja, em ¥ = {1,...,d}?. O argumento é andlogo, usando o Co-
roléario 4.2.6.

4.4.2 Transformacao de Gauss

Vamos calcular a entropia da transformacdo de Gauss G(z) = (1/z) — [1/x]
relativamente a probabilidade invariante

1 dz
HWE) = log 2 /E 1+z (442)

estudada nas Secoes 1.3.2 e 3.2.4. O método que vamos apresentar se estende a
uma classe bastante ampla de sistemas, incluindo as transformacgoes expansoras
do intervalo.

Seja P a partigao nos intervalos (1/(m+1),1/m) para m > 1. Como antes,
denotamos P" = \/?;OlG’j (P). Os seguintes fatos serao usados a seguir:

(A) G™ envia cada P, € P" difeomorficamente sobre (0, 1), para cada n > 1.
(B) diamP™ — 0 quando n — oc.

(C) Existe C' > 1 tal que [(G™)'(y)|/|(G™)'(x)] < C para todo n > 1 e quais-
quer z e y num mesmo elemento da particao P".

(D) Existem ¢y, co > 0 tal que eym(Py,) < p(Py,) < cam(P,) para todo n > 1
e todo P, € P,, onde m representa a medida de Lebesgue.

E imediato da definicao que cada P € P é enviado por G difeomorficamente
sobre (0,1). A propriedade (A) é uma consequéncia, por indugao em n. Usando
(A) e 0 Lema 3.2.12, obtemos que

1
diam P, < sup —— < 2~ [n/2]
ecP, [(G")(2)]

para todon > 1 e todo P, € P". Isto implica (B). A propriedade (C) estd dada
pelo Lema 3.2.13. Finalmente, (D) segue diretamente de (4.4.2).

Proposicao 4.4.2. h,(G) = [log|G’|du.

Demonstragdo. Consideremos a funcao 1, (x) = —log u(P"(z)), para cada n >
1. Observe que:

Hy(P") = 3~ —p(Pa)logn(P) = [ (o) duo)
P,epPn

A propriedade (D) da que

—logey > Y () + logm (P (x)) > —log cs.
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Pela propriedade (A), temos que logm(P"(z)) = —log |(G™) (y)| para algum
y € P"(z). Usando a propriedade (C), segue que

—logcy +1ogC > v, (x) —log|(G™) (x)| > —logca — log C

para todo x e todo n. Por consequéncia,
—log(c1/C) > H,(P") — /log [(G™)'| du > 1og(c2C) (4.4.3)

para todo n. Uma vez que a medida u é invariante por G,

n—1
Jroglicyldn=3" [1o816'1 0 G7du=n [ 16/ dn.
j=0

Entao dividindo (4.4.3) por n e passando ao limite quando n — oo,

1
. P) = lim © H,,(P") = /1og G dp.

Agora a propriedade (B) garante que podemos aplicar o Corolario 4.2.10 para
concluir que

1o (G) = h, (G, P) = / log |G| dy.
Isto completa a demonstragao da proposicao. O

A integral no enunciado da proposi¢ao pode ser calculada explicitamente:
deixamos a cargo do leitor verificar que (use integragao por partes e o fato de

que 3372, 1/5% = 7%/6)

2

1
—2logx dx T

h,(G) = [ log|G'|dp = = ~5,46...

w(G) /0g| | dn /0 (1+z)log2 6log2 ’

Entao, lembrando que (G, u) é ergédico (Segdo 3.2.4), segue do teorema de
Shannon-McMillan-Breiman (Teorema 4.3.1) que

2

. 1 " T .
1171Ln - log u(P™(z)) = 6log2 para p-quase todo z.

Como a medida p é comparavel com a medida de Lebesgue, a menos de um
fator constante, isto quer dizer que

2

diam P (z) ~ e~ 12 (a menos de um fator e*=")

para p-quase todo x e para n suficientemente grande. Observe que P"(x) estd
formada pelos pontos y cuja expansao em fragao continua coincide com a ex-
pansao de x até a ordem n.
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4.4.3 Endomorfismos lineares do toro

Dado um ntimero real z > 0, denotamos logt x = max{logz,0}. Nesta segio
provamos o seguinte resultado:

Proposicao 4.4.3. Seja fa : T — T o endomorfismo induzido no toro T¢
por alguma matriz invertivel A com coeficientes inteiros. Seja p a medida de
Haar em T?. Entdo

d
hu(fa) = log*™ |l
=1

onde Ai,...,\q sdo os autovalores de A, contados com multiplicidade.

Inicialmente, suponhamos que a matriz A é diagonalizdvel. Seja vy, ...,vq
uma base normada de R? tal que Av; = \;v; para cada i. Seja v o nimero de
autovalores de A com valor absoluto estritamente maior que 1. Podemos supor
que os autovalores estdo numerados de tal forma que |\;| > 1 se, e somente se,
i < u. Dado 2 € T?, todo ponto y numa vizinhanca de 2 pode ser escrito na

forma
d
y=x+ Z tiv;
i=1
como t1, ..., tg proximos de zero. Dado € > 0, denotamos por D(z, €) o conjunto
dos pontos y desta forma com [t;| < € para todo i = 1,...,d. Além disso, para

cada n > 1, consideramos
D(z,n,e) ={yeT: fﬁl(y) € D(fﬁ‘(a:),e) para todo j =0,...,n—1}.

Observe que f4(y) = f4(x) + Z?Zl t;Mv; para todo n > 1. Portanto,

d
D(z,n,e) = {z+2tivi DAt < e parai <wel|t;| <e parai>u}.
i=1

Logo, existe uma constante C7 > 1 que depende apenas de A, tal que
u u
CflsdH AT < p(D(x,n,e)) < ClsdH A"
i=1 i=1
para todo x € T4, n > 1 e e > 0. Também é claro que existe Cy > 1 que
depende apenas de A, tal que
B(z,C5'e) € D(z,e) C B(x,Cqe)

para z € T? e £ > 0 pequeno. Entdo, B(z,n,C; 'e) C D(x,n,e) C B(x,n,Cae)
para todo n > 1. Combinando estas duas observagoes, e tomando C' = C;CY,
obtemos que:

C e [T AT < a(Blain,2) < G T 1A

=1 i=1
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para todo z € T, n > 1 e ¢ > 0. Entéo,
ht(f.e,x) =h,(f,e, x)—hm logu( z,n,¢)) Zlog|)\|

para todo 2 € T¢ e todo £ > 0 pequeno. Logo, usando o teorema de Brin-Katok
(Teorema 4.3.3)

hu(f) = ho(f, ) Zlogu |

para p-quase todo ponto z. Isto prova a Proposicao 4.4.3 no caso diagonalizavel.
O caso geral pode ser tratado de forma semelhante, escrevendo a matriz A na
forma canénica de Jordan. Deixamos essa tarefa para o leitor (Exercicio 4.4.18).

4.4.4 Exercicios

4.4.1. Prove que H,(P/R) < H,(P/Q) + H,(Q/R) para quaisquer parti¢des
P, QeR.

4.4.2. Mostre que o supremo de h,(f,P) sobre todas as partigdes finitas coin-
cide com o supremo sobre todas as parti¢oes com entropia finita.

4.4.3. Verifique que lim,, H,, (Vi

(P )/ Vi f7(P)) = kh(f,P) para toda
particao P com entropia ﬁnlta e todo k>1

4.4.4. Seja f : M — M uma transformacao preservando uma medida de pro-
babilidade .

(a) Suponha que existe um conjunto invariante A C M com p(A4) € (0,1).
Sejam j14 e pup as restrigoes normalizadas de p aos conjuntos A e B = A€,
respectivamente. Mostre que h,(f) = p(A)h,, (f) + pw(B)hu, (f).

(b) Suponha que g é uma combinagao convexa g = Y ., a;pt; de medidas
invariantes ergddicas p1, ..., f,. Mostre que h,(f) = Y7, aihy, (f)-

[Observagao: Na Secao 4.5 obteremos resultados mais fortes.]

4.4.5. Sejam (M,B,u) e (N,C,v) espagos de probabilidade e f : M — M e
g : N — N transformacoes mensuraveis preservando as medidas p e v, res-
pectivamente. Dizemos que (g,v) é um fator de (f, ) se existe uma aplicagio
mensuravel, ndo necessariamente invertivel, ¢ : (M, B) — (N, C) tal que ¢, = v
e ¢po f=go¢em quase todo ponto. Mostre que nesse caso h,(g) < h,(f).

4.4.6. Mostre que a expansao decimal f : [0,1] — [0,1], f(x) = 10x — [10x] é
expansiva e exiba uma constante de expansividade.

4.4.7. Verifique que para todo s > 0 existe algum deslocamento de Bernoulli
(0, 1) cuja entropia é igual a s.
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4.4.8. Seja X = {0} U{1/n:n > 1} e considere o espaco ¥ = X munido com
a distancia d((2n)n, (Yn)n) = 27 V|zn — yn|, onde N = min{n € N: x,, # y,}.

(a) Certifique-se de que o deslocamento o : ¥ — X nao é expansivo.

(b) Para cada k > 1, seja v, a probabilidade em X que d4 peso 1/2 a cada
um dos pontos 1/k e 1/(k + 1). Use as medidas de Bernoulli py, = v}
para concluir que a funcao entropia do deslocamento nao é semicontinua
superiormente.

(c) Seja p a medida de Bernoulli associada a um vetor de probabilidade
(Pz)zex tal que ) v —pslogp, = co. Mostre que hy, (o) ¢ infinita.

4.4.9. Seja f: S' — S' uma aplicacio de recobrimento de grau d > 2 e seja p
uma probabilidade invariante por f. Mostre que h,(f) < logd.

4.4.10. Sejam P e Q duas parti¢des com entropia finita. Mostre que se P é
menos fina que V32, f77(Q) entdo hy(f, P) < hu(f, Q).

4.4.11. Mostre que se A é uma &dlgebra geradora da o-dlgebra dos conjuntos
mensuraveis, a menos de medida nula, entdo o supremo de h,(f,P) sobre as
parti¢bes com entropia finita (ou mesmo sobre as parti¢des finitas) P C A
coincide com h,,(f).

4.4.12. Considere transformagoes f : M — M e g : N — N preservando
medidas de probabilidade p e v, respectivamente. Considere f x g : M x N —
M x N, dada por (f x g)(z,y) = (f(x),g(y)). Mostre que f X g preserva a
medida produto pu x v e que hyx, (f X g) = hu(f) + ho(9).

4.4.13. Verifique que, para qualquer fungdo mensurédvel ¢ : M — (0, 00),

/godu—/ooop({xeM:go(:c) > t})dt.

4.4.14. Use o Teorema 4.3.1 para calcular a entropia de um deslocamento de
Bernoulli em ¥ = {1,...,d}".

4.4.15. Mostre que a func¢do h,(f,x) no Teorema 4.3.3 é f-invariante. Conclua
que se (f, ) é ergédico, entao h,(f) = h,(f,x) para p-quase todo ponto .

4.4.16. Suponha que (f, 1) é ergédico e seja P uma partigdo com entropia finita.
Mostre que dado € > 0 existe k > 1 tal que para todo n > k existe B,, C P" tal
que a uniao dos elementos de B,, tem medida maior que 1 —¢ e

e M hu(FP)+e) < y(B) < e " uP)=9) para todo B € By,.

4.4.17. Mostre que toda rotacio Ry : T? — T¢ tem entropia nula relativa-
mente 4 medida de Haar no toro T¢. [Observagdo: Isto é um caso particular do
Exemplo 4.3.4 mas para o enunciado presente nao precisamos usar o teorema
de Brin-Katok.]
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4.4.18. Complete a demonstragao da Proposicao 4.4.3.

4.4.19. Seja f : M — M uma transformacao mensuravel e seja p uma proba-
bilidade invariante ergédica em M. Seja B C M um conjunto mensurdvel com
w(B) > 0, seja g : B — B a transformacao de primeiro retorno a B e seja v a
restricdo normalizada de p ao conjunto B . Mostre que h,(f) = v(B)h.(g).

4.4.20. Seja f: M — M uma transformagao preservando medida num espago
de Lebesgue (M, p). Seja f M — M a extensdo natural de f eseja o

levantamento de p. Mostre que h,(f) = hu(f)

4.4.21. Mostre que se f é o tempo-1 de um fluxo diferencidvel numa superficie
M entao h,(f) = 0 para toda medida invariante ergddica p. [Observacao:
Usiando o Teorema 4.5.2 abaixo, segue que a entropia é zero para toda medida
de probabilidade invariante.]

4.4.22. Verifique que a definigdo de jacobiano ndo depende da escolha da co-
bertura {Uy : k > 1} por dominios de invertibilidade.

4.4.23. Seja 0 : ¥ — ¥ a transformagao deslocamento em ¥ = {1,2,....d}" e
seja p a medida de Markov associada a uma matriz aperiédica P. Encontre o
jacobiano de f com relagao a pu.

4.4.24. Seja f : M — M uma transformacao localmente invertivel e seja 17 uma
probabilidade em M nao singular com relacao a f. Mostre que para toda fungao
mensuravel limitada ¢ : M — R,

Jra=] X

zef~1(x)

7,f

4.4.25. Seja f : M — M uma transformacao localmente invertivel e seja 1 uma
probabilidade em M nao singular com relagao a f. Mostre que 1 é invariante
por f se, e somente se,

1
Inf(2)

=1 para n-quase todo z € M.
z€f 1 (x)

Além disso se i é invariante entao J,f > 1 em p-quase todo ponto.

4.4.26. Seja f : M — M uma transformacao localmente invertivel e seja 1 uma
probabilidade boreliana em M nao singular com relagao a f. Mostre que, para
todo k > 1, existe jacobiano de f* com relacdo a 7 e ele é dado por

J, fJ H Inf( fi(x para n-quase todo .

Supondo que f é invertivel, o que pode ser dito a respeito do jacobiano de f~!
relativamente a 7?
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4.4.27. Sejam f: M — M e g: N — N transformacgoes localmente invertiveis
e sejam u e v medidas de probabilidade invariantes por f e g, respectivamente.
Suponha que existe uma equivaléncia ergédica ¢ : M — N entre os sistemas
(f, 1) e (g,v). Mostre que J, f = J,g o ¢ em p-quase todo ponto.

4.4.28. Sejam oy, : X — Lk € 07 : 2 — X as transformagoes deslocamento em
Yr={1,...,k}NeX; ={1,...,1}". Sejam py e y; medidas de Bernoulli em 3,
e Y, respectivamente, associadas a vetores de probabilidade p = (p1,...,px) €
q = (q1,-.-,q). Mostre que os sistemas (o, ur) e (o7, 147) sao ergodicamente
equivalentes se, e somente se, k = [ e os vetores p e ¢ se obtém um do outro por
permutagao das componentes.

4.4.29. Seja p uma probabilidade invariante por uma transformacao localmente
invertivel f : M — M. Mostre que existe N C M com medida total tal que
N C f~Y(N) e p restrita a N é ndo singular com relaco & restricio f : N — N.
Conclua que f admite jacobiano com relagao a p.

4.5 Entropia e decomposicao ergdodica

Nao ¢ dificil mostrar que a entropia h,(f) é sempre uma fungao afim da medida
invariante p:

Proposicao 4.5.1. Sejam p e v probabilidades invariantes por uma trans-
formagdo f : M — M. Entdo hyya—4o(f) = thu(f) + (1 —t)h,(f) para
todo 0 <t < 1.

Demonstragao. Defina ¢(z) = —zlogzx, para £ > 0. Por um lado, como a
fungao ¢ é concava,

P(tp(B) + (1 = t)v(B)) = to(u(B)) + (1 — t)o(v(B))

para todo conjunto mensurdvel B C M. Por outro lado, dado qualquer conjunto
mensuravel B C M,

¢(tu(B) + (1 — )v(B)) — té(u(B)) — (1 - t)p(v(B))

)
— tu(B)log tu(B) +ﬂ((1B; t)v(B

< —tu(B)logt — (1 — t)v(B)log(l — t)

tu(B) + (1 —t)v(B)
v(B)

) _ (1—t)v(B)log

porque a fungdo — log é decrescente. Portanto, dada qualquer particao P com
entropia finita,

Hyv-1y0(P) 2 tH(P) + (1 = t)H,(P) e

Hyyv (10w (P) <tH(P) + (1 —t)H,(P) — tlogt — (1 — t)log(1 — t).

Consequentemente,

hipti—yw (f, P) = thyu(f, P) + (1 = )hu(f, P). (4.5.1)
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Segue, imediatamente, que hy,41—¢), (f) < thu(f) + (1 —t)h,(f). Além disso,
(4.1.16) e (4.5.1) implicam que

ht;kk(lft)l/(fa 7Dl V PQ) Z thﬂ(fa Pl) + (1 - t)hl/<f7 P?)

para quaisquer particoes P; e Po. Tomando o supremo em P; e Py obtemos a
desigualdade pretendida: hyyy (14, (f) > thu(f) + (1 = t)h,(f). O

Em particular, dado qualquer conjunto invariante A C M, temos

hu(f) = (A by, (F) + p(A) e () (4.5.2)

onde pg e pge denotam as restricoes normalizadas de p ao conjunto A e ao
seu complementar, respectivamente (este fato j& foi obtido no Exercicio 4.4.4).
Outra consequéncia imediata é a seguinte versao da Proposigao 4.5.1 para com-
binagoes convexas finitas:

n

p=) tiws = ha(f) =3 tih(f), (45.3)

=1 i=1

quaisquer que sejam as probabilidades invariantes pu1, ..., t, € 0s numeros po-
sitivos t1,...,t, satisfazendo ) ;- ¢; = 1.

Um fato muito mais profundo, devido a Konrad Jacobs [Jac60, Jac63], é que
a propriedade de afinidade se estende para a decomposigao ergddica dada pelo
Teorema de Decomposi¢ao Ergddica:

Teorema 4.5.2 (Jacobs). Suponha que M € um espago métrico completo se-
pardvel. Dada qualquer probabilidade invariante u, seja {up : P € P} a sua
decomposicao ergédica. Entao h,(f) = [ hy,(f)di(P) (quando um dos lados
da igualdade é infinito o outro também é).

Isso é consequéncia de um teorema geral sobre funcionais afins no espaco das
probabilidades. Para mais detalhes, sugerimos o Capitulo de Entropia Métrica
de [eKO14].

4.6 Jacobianos e formula de Rokhlin

Sejam U um aberto e m a medida de Lebesgue de R? e seja f : U — U um
difeomorfismo local. Pela férmula de mudancga de variaveis,

m(f(A)) = /A |det Df(z)| da (4.6.1)

para todo A contido numa bola restrita & qual f é injetivo. A nocao de jacobiano,
que vamos apresentar a seguir, estende este tipo de relagao para transformagoes e
medidas muito mais gerais. Além de introduzirmos este conceito, mostraremos
que jacobianos existem sob hipéteses bastante gerais. Mais ainda, é possivel
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exprimir a entropia do sistema explicitamente em termos do jacobiano. J&
encontramos uma manifestacao interessante desse fato, na Proposigao 4.4.2.

Seja f : M — M uma transformagdo mensuravel. Diremos que f é local-
mente invertivel se existe algum cobertura enumerdvel {Uy : Uy > 1} de M por
conjuntos mensuraveis tais que a restricao de f a cada Uy é uma bijecao sobre a
sua imagem, a qual é um conjunto mensuravel, e a inversa dessa bije¢cao também
é mensuravel. Os subconjuntos mensuraveis destes conjuntos Uy serao chama-
dos dominios de invertibilidade. Note que se A é dominio de invertibilidade
entdo f(A) é um conjunto mensurdvel. Observe, igualmente, que se f é local-
mente invertivel entdo a pré-imagem f~!(y) de qualquer y € M é enumerével:
ela contém no maximo um ponto em cada Uy.

Seja n uma probabilidade em M, nao necessariamente invariante por f. Uma
fungao mensurdvel £ : M — [0,00) é um jacobiano de f relativamente a 7 se a
restricdo de £ a qualquer dominio de invertibilidade A é integrével com relacio
a 1 e satisfaz

wrA) = [ can (46.2)
Note (Exercicio 4.4.22) que a definigdo nao depende da escolha de {Uj, : k > 1}.

Exemplo 4.6.1. Seja o : ¥ — ¥ o deslocamento em ¥ = {1,2,...,d}" e seja p1

a medida de Bernoulli associada a um vetor de probabilidade p = (p1,-...,pq)-
A restrigdo de o a cada cilindro [0;a] é uma transformagao invertivel. Além
disso, dado qualquer cilindro [0;a, a1, ..., a,] C [0;4],
1
/J‘(J([O;aa Aty .-, an])) = Pa; """ Pa,, = Fu([07 a,ay, ... 7an])‘
a

Deixamos ao cuidado do leitor deduzir que p(o(A)) = (1/pa)u(A) para todo
conjunto mensuravel A C [0;a]. Portanto, a funcdo {((xn)n) = 1/pz, ¢ um
jacobiano de ¢ relativamente a p.

Dizemos que uma medida 1 é nao singular com relacao a transformacao f se
a imagem de qualquer dominio de invertibilidade com medida nula também tem
medida nula: se n(A4) =0 entao n(f(A)) = 0. Por exemplo, se f : U — U é um
difeomorfismo local num aberto de R? e 7 é a medida de Lebesgue, entio 7 é nio
singular. Para qualquer transformagao localmente invertivel, toda probabilidade
invariante é nao singular com relacao a restricao de f a algum subconjunto
invariante com medida total (Exercicio 4.4.29).

Segue imediatamente da definigdo (4.6.2) que se f admite jacobiano com
relacao a uma medida 1 entao essa medida é nao singular. Vamos mostrar que
a reciproca também é verdadeira:

Proposigao 4.6.2. Seja f: M — M uma transformagdo localmente invertivel
e seja n uma medida em M, ndo singular com relagao a f. Entdo, eziste algum
jacobiano de f com relagcdo a m e ele € essencialmente unico: dois jacobianos
quaisquer coincidem em n-quase todo ponto.
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Demonstra¢do. Comecemos por provar a existéncia. Dada uma cobertura enu-
merdvel {U}, : k > 1} de M por dominios de invertibilidade de f, defina P; = Uy
e P, = Ui\ (U U---UUg_1) para cada k > 1. Entdo, P = {P, : k > 1} é
uma particao de M formada por dominios de invertibilidade. Para cada P € P,
represente por 7 a medida definida em Py por 7, (A) = n(f(A4)). Em outras pa-
lavras, n é a imagem por (f | Py)~! da medida 7 restrita a f(Py). A hipétese de
que 7 é nao singular implica que cada 7 é absolutamente continua com relagao
a 7 restrita a Pj:

n(A)=0 = m(A)=n(f(4))=0

para todo conjunto mensurdvel A C Py. Seja & = dni/d(n | Pr) a derivada
de Radon-Nikodym (Teorema A.2.18). Entao & é uma funcao definida em P,
integravel com relagao a 7 e satisfazendo

n(f(A)) = m(A) = /A & di (4.6.3)

para todo conjunto mensurdvel A C Pj. Considere a fungdo £ : M — [0, 00)
cuja restricao a cada Py, € P esta dada por &;. Todo subconjunto de Uy pode ser
escrito como uniao disjunta de subconjuntos de Py, ..., Py. Aplicando (4.6.3) a
cada um desses subconjuntos e somando as respectivas igualdades, obtemos que

n(f(4)) = / &dn para todo conjunto mensurdvel A C U, e k > 1.
A

Isto prova que £ é um jacobiano de f relativamente a 7.

Agora suponha que & e ¢ sdo jacobianos de f relativamente a 7 e que existe
B C M com n(B) > 0 tal que £(z) # ((x) para todo z € B. A menos de
substituir B por um subconjunto adequado, e permutar os papéis de £ e ( se
necessario, podemos supor que £(z) < ((x) para todo € B. De modo similar,
podemos supor que B estd contido em algum Uy. Entao,

n(f(B)) = /B £dn < /B Cdn = n(f(B)).

Esta contradigao prova que o jacobiano é essencialmente tnico. O

A partir desta proposicao, usaremos a notagao J,, f para representar o (essen-
cialmente tnico) jacobiano de f com relacdo a 1, quando exista. Por definigao,
Jnf € integravel em cada dominio de invertibilidade. Se f ¢ tal que o ntimero
de pré-imagens de qualquer y € M ¢é limitado entdo o jacobiano é (globalmente)
integravel: representando por £ o nimero maximo de pré-imagens,

[nan=3 [ apin=S (e <
k 7 Pu k

ja& que cada ponto y € M pertence a nao mais que ¢ imagens f(FPy).
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A seguinte observagao serd til na sequéncia. Seja Z C M o conjunto dos
pontos onde o jacobiano J,, f se anula. Cobrindo Z com uma familia enumerdvel
de dominios de invertibilidade e usando (4.6.2) vemos que f(Z) é um conjunto
mensuravel e 7(f(Z)) = 0. Em outras palavras, o conjunto dos pontos y € M
tais que J,, f(x) > 0 para todo z € f~!(y) tem medida total para n. Se a proba-
bilidade 7 ¢ invariante por f, também segue que n(f~1(f(2))) = n(f(Z)) =0
e, consequentemente, n(Z) = 0.

O principal resultado desta secao é a seguinte formula para a entropia de
uma medida invariante:

Teorema 4.6.3 (férmula de Rokhlin). Seja f : M — M uma transformagdo
localmente invertivel e seja p uma probabilidade invariante por f. Suponha que
existe alguma particio P com entropia finita tal que U, P" gem a o-dlgebra de
M e todo P € P é dominio de invertibilidade de f. Entdo h,(f) = [logJ,f du.

Demonstragao. Consideremos a sequéncia de partigoes Q,, = Vj_; [~ J(P). Pelo
Corolario 4.2.5 e pelo Lema 4.1.12,

hy(f) = hy(f,P) = lim H,,(P/ Q). (4.6.4)
Por defini¢ao (como anteriormente, ¢(z) = —x log x)
PEPQ,€0 S u(Qn)
o (PO (4.6.5)
" gt ) )
PeP Qneln

Seja e, (1, x) a esperanga condicional de uma fungao 9 relativamente a particéo
Q,, e seja e(1), x) o seu limite quando n vai para infinito. E claro da defini¢do

que
M :en(vax) para tOdeeQnetOdO QTL € Qn
1(Qn)
Portanto,
S S /¢ en(Xp,0)) du(@).  (1.6.6)
PEP QnEQ, per

O limite e(Xp,z) = lim, e,(Xp,z) existe para p-quase todo z. Entdo, ob-
servando que a fungdo ¢ é limitada, podemos usar o teorema da convergéncia
dominada para deduzir das relagoes (4.6.4) — (4.6.6) que

=3 [ olelxn, ) duta), (4.6.7)

PeP

Resta relacionar o integrando do lado direito com o jacobiano. Isso serd feito por
meio do Lema 4.6.5. Comecemos por provar as seguintes formulas de mudanca
de varidveis:
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Lema 4.6.4. Para qualquer probabilidade 7 em M nao singular com relagdo a
f e qualquer dominio de invertibilidade A C M de f:

(a) ff(A) edn = [,(po f)Jyfdn para toda fun¢ao mensurdvel ¢ : f(A) = R
tal que as integrais estao definidas (podendo ser +00).

(b) [yvdn = ff(A)(w/Jnf) o(f | A)~tdn para qualquer fungcdo mensurdvel
¥ : A — R tal que as integrais estio definidas (podendo ser +00).

Demonstrag¢ao. A definigdo (4.6.2) dd que a férmula no item (a) vale para a
fungao caracteristica ¢ = X4, qualquer que seja A. Segue que ela vale para
a funcdo caracteristica de qualquer subconjunto de f(A), uma vez que ele pode
ser escrito como f(B) para algum dominio de invertibilidade B C A. Logo,
por linearidade, a igualdade se estende para toda funcao simples definida em
f(A). Usando o teorema da convergéncia mondtona, concluimos que ela vale
para qualquer fungao mensuravel nao negativa. Usando linearidade uma vez
mais, obtemos o caso geral do item (a).

Para deduzir o item (b), aplique o item (a) a fungao p = (¢/J, f)o(f | A)~L.
Note que esta funcao estd bem definida em 7-quase todo ponto pois, conforme
observamos anteriormente, J, f(x) > 0 para todo x na pré-imagem de n-quase
todo y € M. O

Lema 4.6.5. Para toda funcdo mensurdvel limitada b : M — R e toda proba-
bilidade n invariante por f,

v

e(,z) =(f(x)) para n-quase todo z, onde P(y) = Z J—f(z)
) n

z€f~1(y

Demonstragdao. Lembre que Q, = V7_; f ~J(P). Também usaremos a sequéncia

de particoes P™ = \/?;01 ~J(P). Observe que Q,(z) = f~H(P" 1(f(x))) e
P"(z) = P(x) N Qu(x) para todo n e todo z. Entao,

/ Yy = Ld
Pri(f(a)

>/ o1 P)
b JrpnPrr(s@) Inf

Usando a férmula de mudanca de varidveis dada no Lema 4.6.4(b), a expressao
do lado direito pode ser reescrita como

d = dn.
3 / BRCLIC /Q R

Portanto,

/ Vdy = / U d. (4.6.8)
Pr1(f(x) Qu ()

Seja e!, (1, x) a esperanca condicional de ’(/AJ relativamente & particio P! e
seja €'(1, ) o seu limite quando n vai para infinito. A hipétese de que 1 é



108 CAPITULO 4. ENTROPIA

invariante da que n(P"~*(f(z))) = n(Qn(z)). Dividindo ambos os lados de
(4.6.8) por este nimero, obtemos que

(@, f(x)) = en(th,x) para todo z e todo n > 1. (4.6.9)

Entao, passando ao limite, ¢/(¢), f(x)) = e(, x) para n-quase todo z. Por outro
lado, a hipdtese implica que €' (1), y) = ¥ (y) para n-quase todo y € M. O

Vamos aplicar este resultado a ¢ = Xp e n = p. Como f é injetiva em todo
elemento de P, cada intersecdo P N f~1(y) ou é vazia ou contém exatamente
um ponto. Portanto, segue do Lema 4.6.5 que e(Xp,z) = Xp(f(z)), com

' 1T, f((f | P)"(y) sey€ f(P)
XP(y){O ( y) SG?%f(P).

Entao, lembrando que a medida p é invariante,
/¢ (Xp,x)) du(z /¢ (Xp(y)) duly)
— [ (Gl duf)o (£ P) i = [ og.fdn
Py It P

(a ultima igualdade usa a igualdade (b) no Lema 4.6.4). Substituindo esta
expressao em (4.6.7), vem que

Z/logJMfdu /logJMfd,u7
PEP

tal como afirmado no teorema. O



Apéndice A

Elementos de Medida,
Topologia e Analise

Vamos recordar algumas nocgoes e resultados basicos da Teoria da Medida, da
Topologia e da Andlise Funcional que serdo tteis ao longo de todo o livro.
Nossa intencao é proporcionar ao leitor uma fonte de referéncia rapida sobre
medida e integragdo para uma leitura autocontida do texto. O material nestes
apéndices nao é totalmente sequencial: pode acontecer que uma nogao mencio-
nada num apéndice esteja definida, ou discutida com mais profundidade, apenas
num apéndice subsequente (confira o indice remissivo).

De modo geral, omitiremos as demonstracoes dos resultados apresentados.
No que se refere aos Apéndices A.1 e A.2, o leitor poderd consultar os livros
de Castro [Cas04], Fernandez [Fer02], Halmos [Hal50], Royden [Roy63] ou Ru-
din [Rud87].

A.1 Espacgos de medida

Os espacos de medida constituem o ambiente natural para a definicao da integral
de Lebesgue, que sera o tema principal da proxima secao. Aqui apresentaremos,
de modo sucinto, os fundamentos da teoria desses espagos.

Comegaremos por introduzir e estudar as nogoes de dlgebra e o-dlgebra de
conjuntos, as quais conduzem ao conceito de espago mensuravel. A seguir, apre-
sentaremos o conceito de medida e analisaremos algumas de suas propriedades.
Em particular, mencionaremos alguns resultados sobre construcao de medidas,
incluindo as medidas de Lebesgue em espacos euclideanos. A tltima subsegao
é dedicada as aplicacoes mensuraveis, ou seja, as aplicacoes entre espagos men-
suraveis preservando a estrutura desses espagos.

109
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A.1.1 Espagos mensuraveis

Dado um subconjunto A C X denotaremos por A° o complementar X \ A do
conjunto A em relacao a X.

Definigao A.1.1. Uma dlgebra de X é uma familia B de subconjuntos de X
que ¢ fechada para as operagoes elementares de conjuntos e contém o conjunto
vazio, isto é, tal que

e ) eB;
e A € B implica A° € B;
e Ac Be Be€ Bimplica AUB € B.

Observe que AN B = (A°U B°)¢ e A\ B = AN B¢ também estdo em B,
quaisquer que sejam A, B € B. Além disso, por associatividade, a uniao e a
intersecao de qualquer numero finito de elementos de B também estao em B.

Definicao A.1.2. Uma &lgebra diz-se uma o-dlgebra de subconjuntos de X se
também for fechada para as unides enumeraveis:

o0
o AjcBparaj=1,...,n,... implica UAjEB.
j=1

Observe que uma o-algebra B também é fechada para as intersecoes enu-
merdveis: se A; € B para j=1,...,n,... entdo N2, 4; = (Ujo-il A;)C também
estd em B.

Definicao A.1.3. Um espago mensurdvel é uma dupla (X, B) onde X é um
conjunto e B é uma o-algebra de subconjuntos de X. Os elementos de B sao
chamados conjuntos mensurdveis do espaco.

Em seguida apresentaremos algumas construgoes de o-algebras.
Exemplo A.1.4. Seja X um conjunto qualquer.

1. Denotemos por 2% a familia de todos os subconjuntos de X. Entdo B = 2%
é claramente uma o-algebra.

2. B={0,X} ¢ também uma o-dlgebra.

Note que se B é uma algebra de X entdo {), X} C B C 2%. Portanto {0, X} ¢
a menor e 2% é a maior de todas as dlgebras de subconjuntos de X.

No enunciado a seguir, Z é um conjunto qualquer; ele serve apenas para
indexar os elementos da familia.

Proposicao A.1.5. Considere uma familia ndo vazia qualquer {B; : i € I} de
o-dlgebras. Entdo a intersecao B = N;jczB; € também uma o-dlgebra.
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Agora, dado um conjunto qualquer £ de subconjuntos de X, podemos aplicar
a Proposicao A.1.5 a familia de todas as o-dlgebras que contém £. Note que esta
familia é ndo vazia, uma vez que contém a o-algebra 2%, pelo menos. De acordo
com a observacao anterior, a intersecao de todas estas g-algebras é também uma
o-algebra, e é claro que contém £. Além disso, do modo como é construida, ela
estd contida em todas as o-dlgebras que contém £. Portanto é a menor o-dlgebra
que contém £. Isto conduz a seguinte definigao:

Definigao A.1.6. A o-dlgebra gerada por uma familia £ de subconjuntos de
X é a menor o-dlgebra o(€) que contém a familia £, ou seja, é a intersegdo de
todas as o-algebras que contém &.

Lembremos que um espago topoldgico é uma dupla (X, 7) em que X é um
conjunto e 7 é uma familia de subconjuntos de X, contendo {(, X} e fechada por
intersegoes finitas e por unides quaisquer. Essa familia 7 é chamada topologia
e os seus elementos sao chamados abertos de X. Neste livro consideraremos
apenas espagos topoldgicos de Hausdorff, ou seja, tais que, para qualquer par de
pontos distintos existe algum par de abertos disjuntos, cada um deles contendo
exatamente um dos pontos.

No contexto dos espacos topoldgicos é natural considerar a construcao que
acabamos de descrever tomando £ = 7. Isto nos conduz a seguinte nocao:

Definigao A.1.7. A o-dlgebra de Borel (ou o-dlgebra boreliana) de um espago
topoldgico é a o-dlgebra o(7) gerada pela topologia 7, isto é, a menor o-dlgebra
que contém todos os subconjuntos abertos. Neste caso, os conjuntos mensuraveis
recebem o nome de borelianos.

Observe que os subconjuntos fechados de X, ou seja, os complementares dos
subconjuntos abertos, também pertencem a o-algebra de Borel.

Analogamente & Proposigdo A.1.5, a intersecao de qualquer familia nao-vazia
{7; : 1 € I} de topologias de um mesmo conjunto X é também uma topologia de
X. Logo, pelo mesmo argumento que foi usado anteriormente para o-algebras,
dada qualquer familia £ de subconjuntos de X existe uma topologia 7(£) que é
a menor topologia que contém £. Ela é chamada topologia gerada por &.

Exemplo A.1.8. Seja (X,B) um espago mensurdvel. O limite superior de
uma sequéncia de conjuntos E,, € B é o conjunto limsup,, £, formado pelos
pontos z € X tais que x € E, para infinitos valores de n. Analogamente, o
limite inferior da sequéncia é o conjunto liminf,, F,, dos pontos z € X tais que
x € F, para todo valor de n suficientemente grande. Em outras palavras,

lir%infEn: U ﬂ E, e limnsupEn: ﬂ U E,,.

n>1m>n n>1m>n
Observe que liminf,, £, C limsup,, F, e que ambos estao em B.

Exemplo A.1.9. A reta estendida R = [~00,00] é a unido de R = (—o0, +00)
com 0s pontos no infinito —oo e +00. Este espago possui uma topologia natural,
gerada pelos intervalos [—o00, b) e (a,+00], com a,b € R. E facil ver que, munida
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desta topologia, a reta estendida é homeomorfa a um intervalo compacto da reta:
por exemplo, a fungdo arctan : R — (—m/2,7/2) se estende imediatamente a um
homeomorfismo (ou seja, uma bijegdo continua cuja inversa também é continua)
entre R e [~7/2,7/2]. Sempre consideramos na reta estendida a o-algebra de
Borel associada a essa topologia.

Claro que a reta R é um subespaco (tanto topolégico quanto mensurdvel) da
reta estendida. Os borelianos da reta formam uma grande gama de subconjuntos
e poderia até pensar-se que todo subconjunto de R fosse boreliano. No entanto,
isso nao é verdade: um contraexemplo serd construido no Exercicio A.1.4.

A.1.2 Espacos de medida

Seja (X, B) um espaco mensurdvel. As seguintes nogdes tém um papel central
neste livro:

Defini¢ao A.1.10. Uma medida em (X, B) é uma funcdo p : B — [0, +00] tal
que p(d)=0e

para qualquer familia enumerdvel de conjuntos A; € B disjuntos dois-a-dois.
Esta ltima propriedade é chamada o-aditividade. A tripla (X, B, u) é chamada
espago de medida. Quando vale p(X) < oo dizemos que p é uma medida finita
e se (X) = 1 dizemos que p é uma probabilidade. Neste tltimo caso, (X, B, i)
é um espaco de probabilidade.

Exemplo A.1.11. Seja X um conjunto e consideremos a o-algebra B = 2X.
Dado qualquer p € X, consideremos a fungdo &, : 2% — [0, +00] definida por:

5,(A) = 1 sepeA
P10 sepd A

E facil ver que ¢, ¢ uma medida. Ela é usualmente designada medida de Dirac
no ponto p.

Definigao A.1.12. Dizemos que uma medida p é o-finita se existe uma familia
enumerdvel de subconjuntos Aj,..., A,,... de X tal que pu(A4;) < oo para todo

1€Ne
o0
X:UAZ».
=1

A segunda propriedade na defini¢do de medida (Definicdo A.1.10) é chamada
o-aditividade. Dizemos que uma fungéo p : B — [0, +00] é finitamente aditiva
se

N N
M(U Aj) =) u(4y)

Jj=1 Jj=
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para qualquer familia finita A;,..., Ay € B de subconjuntos disjuntos dois-a-
dois. Note que se u é o-aditiva entao ela também é finitamente aditiva e que se
p ¢ finitamente aditiva e ndo é constante igual a +oo entao p(@) = 0.

A principal ferramenta para construir medidas é o seguinte teorema:

Teorema A.1.13 (Extensao). Seja A uma dlgebra de subconjuntos de X e seja
to + A — [0,400] uma funcao o-aditiva com pug(X) < co. Entdao existe uma
unica medida p definida na o-dlgebra B gerada por A que é uma extensdo de
o, ou seja, tal que p(A) = uo(A) para todo A € A.

O Teorema A.1.13 ainda vale para medidas o-finitas. Além disso, existe uma
versao dele para funcoes finitamente aditivas: se pg é finitamente aditiva entao
ela admite extensao finitamente aditiva a o-algebra B. Porém, neste caso tal
extensao pode nao ser unica.

Em geral, ao tentarmos mostrar que uma funcao definida numa o-dlgebra
é uma medida, o mais dificil é verificar a o-aditividade. O critério mais usado
para esse efeito é o seguinte:

Teorema A.1.14 (Continuidade no vazio). Seja A uma dlgebra de subconjuntos
de X e seja pn: A — [0,4+00) uma funcgdo finitamente aditiva com p(X) < oo.
Entao p é o-aditiva se, e somente se,

lim f1(Ay) =0 (A1)

para toda sequéncia Ay O --- D A; D --- de elementos de A com N2 Aj = ().

A prova deste teorema é proposta no Exercicio A.1.7. No Exercicio A.1.9
propomos algumas variacoes do enunciado.

Definicao A.1.15. Dizemos que uma algebra A é compacta se qualquer se-
quéncia decrescente Ay D -+ D A, D --- de elementos nao vazios de A tem
interse¢cao nao vazia.

Lembre que um espago topolégico K é compacto se toda cobertura aberta, ou
seja, toda familia de abertos cuja uniao é todo o K, admite alguma subcobertura
finita, ou seja, alguma subfamilia finita cuja unido ainda é todo o K. Dizemos
que um subconjunto K de um espago topoldgico X é compacto se a topologia
de X restrita a K torna este ultimo um espago topolégico compacto. Todo
subconjunto fechado de um espago compacto é compacto. Na direcao oposta, se
o espago X é de Hausdorff entao todo subconjunto compacto é fechado. Outro
fato importante é que a intersecao N, K, de qualquer sequéncia decrescente
Ky D---DK, D--- de subconjuntos compactos é nao vazia.

Exemplo A.1.16. Suponha que X é um espaco topolégico de Hausdorff e todo
elemento de A é compacto. Segue imediatamente do que acabamos de dizer que
a algebra A é compacta.

Segue do Teorema A.1.14 que se A é algebra compacta entdo toda fungao
finitamente aditiva p : A — [0, +00) satisfazendo pu(X) < oo é o-aditiva.

Outro resultado relacionado, que sera util para o nosso estudo, é o teorema
das classes monodtonas, que enunciaremos a seguir.
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Definigao A.1.17. Dizemos que uma familia ndo vazia C de subconjuntos de X
é uma classe mondtona, se C contém X e é fechada para as unides e intersegoes
enumeraveis mondtonas, ou seja:

e dados subconjuntos A; C Ay C --- em C, entdo U,>14, €Ce
e dados subconjuntos A; D Ay D -+ em C, entdo N,>14, €C.

Claramente, as familias {(), X} e 2% sdo classes mondtonas. Além disso, se
{C; : i € T} é uma familia qualquer de classes moné6tonas, entdo N;ezC; é uma
classe monétona. Portanto, dado um subconjunto A de 2%, podemos sempre
considerar a menor classe mondtona que contém A.

Teorema A.1.18 (Classes monétonas). A menor classe mondtona que contém
uma dlgebra A coincide com a o-dlgebra o(A) gerada por A.

Outro resultado importante sobre o-dlgebras, que nos serd tutil mais tarde,
afirma que todo elemento B da o-algebra gerada por uma algebra é aproximado
por algum elemento A da algebra, no sentido de que a medida da diferenca
simétrica

AAB =(A\B)U(B\A)=(AUB)\ (ANDB)

pode ser tao pequena quanto se queira:

Teorema A.1.19 (Aproximagao). Seja (X, B, 1) um espago de probabilidade e
seja A uma dlgebra que gera a o-dlgebra B. Entdo para todo e > 0 e todo B € B
existe A € A tal que pn(AAB) < €.

Definigao A.1.20. Um espago de medida diz-se completo se todo subconjunto
de um conjunto mensuravel com medida nula também é mensuravel.

E possivel transformar qualquer espago de medida (X, B, ) num espago
completo, do seguinte modo. A familia B de todos os conjuntos A C X tais que
existem By, Bs € Bcom By C A C By e pu(Ba \ B1) = 0 é uma o-élgebra que
contém B. Considere fi : B — [0, +oco] dada por ji(A) = u(By) = u(Bs), para
quaisquer By, By € B nessas condigoes. Esta fungao estd bem definida e é uma
medida em B, cuja restricdo a B coincide com u. Por construcdo, (X, B, fi) é
um espacgo de medida completo.

Dados subconjuntos U; e Us da o-dlgebra B, dizemos que Uy C Us a menos
de medida nula se para todo By € U; existe By € Us tal que u(B1AB3) = 0.
Dizemos que U; = U a menos de medida nula se U; C Us a menos de medida
nula e Us C U; a menos de medida nula. Dizemos que um conjunto U C B gera
a o-algebra B a menos de medida nula se a o-algebra gerada por U é igual a B
a menos de medida nula. Equivalentemente, U gera B a menos de medida nula
se o completamento (no sentido do pardgrafo anterior) da o-algebra gerada por
U coincide com o completamento de 5.

Por defini¢ao, uma medida toma valores em [0, oo]; sempre que for necessério
enfatizar esse fato falaremos de medida positiva. Mas também é possivel enfra-
quecer essa exigéncia e, de fato, tais generalizagoes sao uteis no texto.
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Chamaremos medida com sinal num espago mensuravel (X, B) a toda funcéo
o-aditiva p : B — [—00, 00] tal que pu() = 0. Mais precisamente, y pode tomar
o valor —oo ou o valor +00, mas nao ambos; esta ultima restricao é para evitar
a “indeterminagao” oo — oo na condicao de aditividade.

Teorema A.1.21 (Decomposicdo de Hahn). Se p € medida com sinal entdo
ezistem conjuntos mensurdveis PN C X tais quue PUN =X e PNN=0¢

w(E) >0 para todo EC P e u(E) <0 para todo E C N.

Isto quer dizer que podemos escrever p = u™ — u~ onde u* e p~ sdo as
medidas (positivas) definidas por

p(E)=p(ENP) e p (E)=-p(ENN).

Em particular, a soma |p| = p* + p~ também é uma medida; ela é chamada de
variagao total da medida com sinal .

Se p 86 toma valores em (—o0, 00) entdo dizemos que ela é uma medida com
sinal finita. Neste caso as medidas ut e p~ sdo finitas. O conjunto M(X) das
medidas com sinal finitas é um espago vetorial real e a fungao ||u|| = |u|(X) é
uma norma completa neste espaco (veja o Exercicio A.1.10). Em outras pala-
vras, (M(X), | -|]) é um espago de Banach. Quando X é um espaco métrico
compacto, este espaco de Banach é isomorfo ao dual do espaco C°(X) das
funcdes reais continuas em X (teorema de Riesz-Markov).

Mais geralmente, chamaremos medida complera num espaco mensuravel
(X, B) a qualquer fungdo c-aditiva u : B — C. Observe que (@) é necessa-
riamente zero. E claro que podemos escrever p = Fu + ¢Sy, onde a parte real
R e a parte imaginaria S sdo medidas com sinal finitas. A wvariagdo total de
1 é a medida finita definida por

|ul(E) = sup > (P,

PcP

onde o supremo é tomado sobre todas as particoes finitas ou enumeraveis do
conjunto mensurdvel F em subconjuntos mensuraveis (esta definigdo coincide
com aquela que demos acima no caso particular em que p é real). A fungao
||l = |p|(X) define uma norma no espago vetorial das medidas complexas em
X, que ainda denotaremos por M(X), e esta norma é completa. Quando X
é um espago métrico compacto, o espago de Banach (M(X),|| - ||) é isomorfo
ao dual do espago C°(X) das funcdes complexas continuas em X (teorema de
Riesz-Markov)

A.1.3 Medida de Lebesgue

A medida de Lebesgue formaliza a no¢do de volume de subconjuntos do espaco
euclideano R?. Ela é definida do seguinte modo.

Consideremos X = [0,1] e seja A a familia de todos os subconjuntos da
forma A =1 U---UIy onde Iy, ..., Iy sdo intervalos disjuntos dois-a-dois. E
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facil ver que A é uma algebra de subconjuntos de X. Além disso, temos uma
fungéo mg : A — [0, 1] definida nesta dlgebra por

mo(I1U---UIy) =L+ -+ |In],

onde |I;| representa o comprimento de cada intervalo I;. Note que my(X) = 1.
No Exercicio A.1.8 propomos ao leitor mostrar que mg é o-aditiva.

Note que a o-élgebra B gerada por A coincide com a o-dlgebra de Borel
de X, ja que todo conjunto aberto pode ser escrito como uniao enumeravel de
intervalos abertos disjuntos dois-a-dois. Entao, pelo Teorema A.1.13, existe uma
unica probabilidade m definida em B que é uma extensao de mg. Chamamos m
de medida de Lebesgue em [0, 1].

Mais geralmente, definimos medida de Lebesgue m no cubo X = [0,1]¢
de qualquer dimensao d > 1 da seguinte maneira. Primeiramente, chamamos
retangulo em X qualquer subconjunto da forma R = I; X --- x I5 onde os I;
sao intervalos, e definimos

mO(R) = ‘Il| X oo X |Id‘

Em seguida, consideramos a dlgebra A dos subconjuntos de [0,1]¢ da forma
A =R/ U---URp, onde Ry,..., Ry sio retangulos disjuntos dois-a-dois, e
definimos

mo(A) = mo(R1) + -+ + mo(Rn)

para todo A nessa algebra. A o-dlgebra gerada por A coincide com a o-algebra
de Borel de X. A medida de Lebesgue em X = [0,1]¢ é a extensdo de myg a essa
o-algebra.

Para definir a medida de Lebesgue em todo o espaco euclidiano R?, decom-
pomos esse espago em cubos de lado unitério

RY= ) -+ | [k ko + 1) x oo x [k kg +1).
k1€EZ ka€Z

Cada cubo [k, k1+1)x- - X k4, kg+1) pode ser identificado com [0, 1)¢ por meio
da translagao Ty, . k() = x — (k1,...,kq) que envia o ponto (k1,ks,...,kq)
na origem. Isso nos permite definir uma medida mg, x,,... ., em C, dada por

My oo, kg (B) = Mo (Thy.... 50 (B))

para todo o conjunto mensuravel B C C. Finalmente, dado qualquer conjunto
mensuravel B C R?, definimos

m(B) = Z Z Mk, ,..., kd(Bﬁ [kl,kl +1) X - X [kd,kd+1)).
k1EZ kq€Z

Note que m nao é uma medida finita, mas é uma medida o-finita.

Exemplo A.1.22. Vale a pena lembrar uma construcao alternativa classica
da medida de Lebesgue. Para mais detalhes, veja o Capitulo 2 do livro de
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Royden [Roy63]. Chamamos medida exterior de Lebesgue de qualquer conjunto
E c R? ao niimero

m*(E) = inf { Zmo(Rk) :
k
(Rk)i 6 cobertura enumerdvel de E por retangulos abertos}.

Esta funcio est4 definida para todo £ C R, mas nao é aditiva (embora seja enu-
meravelmente subaditiva). Dizemos que E é conjunto mensurdvel de Lebesgue
se

m*(A) =m*(ANE) +m*(AN E°) para todo A C R%.

Todo retdngulo R é conjunto mensuravel de Lebesgue e satisfaz m*(R) = mo(R).
A familia M de todos os conjuntos mensuraveis de Lebesgue é uma o-dlgebra e
a restricio de m* a M é uma medida (o-aditiva). Pela observacdo anterior, M
contém todo conjunto de Borel de R%. A restricdo de m* & o-dlgebra de Borel
B de R? coincide com a medida de Lebesgue em R?.

De fato, M é o completamento da o-dlgebra de Borel relativamente & medida
de Lebesgue. Esta e outras propriedades estdo contidas no Exercicio A.1.13.

Exemplo A.1.23. Seja ¢ : [0,1] — R uma fungdo continua e positiva. Dado
qualquer intervalo I, com extremos 0 < a < b < 1, defina

b
po(I) = / ¢(z) dx (integral de Riemann).

Em seguida, estenda a definicdo de py para a élgebra A das unides finitas
A =1, U---U I de intervalos disjuntos dois-a-dois, por meio da relacdo

k
pe(A) = Z“¢(Ij)'

As propriedades bésicas da integral de Riemann nos dizem que pi4 € finitamente
aditiva. Deixamos para o leitor a tarefa de mostrar que a medida g4 é o-aditiva
na dlgebra formada pelas unides finitas de intervalos (veja o Exercicio A.1.7).
Além disso, 114(0) = 0 e pg([0,1]) < 00 j& que ¢ é continua e, portanto limitada.
Com o auxilio do Teorema A.1.13 podemos estender f14 para toda o-algebra dos
borelianos de [0, 1].

Observe que a medida j14 que acabamos de construir tem a seguinte propri-
edade especial: se um conjunto A C [0, 1] tem medida de Lebesgue zero entao
te(A) = 0. Essa propriedade chama-se continuidade absoluta (com respeito a
medida de Lebesgue) e é discutida com mais detalhe no Apéndice A.2.4.

Vamos agora exibir uma medida que, apesar de ser positiva em qualquer
aberto, nao é absolutamente continua com respeito a medida de Lebesgue:
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Exemplo A.1.24. Considere uma enumeracao {ry,rs,...} do conjunto Q dos
nimeros racionais. Defina u por:

O E S

?.
r €A
Observe que a medida de qualquer aberto da reta é positiva, pois necessaria-
mente A contém algum r;. Apesar disso, a medida de Q é

u(@):Z%Zl-

r; €Q

Como Q tem medida de Lebesgue nula (por ser um conjunto enumeravel), isto
mostra que g nao é absolutamente continua com respeito a medida de Lebesgue.

Este exemplo nos motiva a introduzir a definicdo de suporte de uma medida
num espaco topoldgico (X, 7). Para isso, precisamos recordar alguns conceitos
basicos de Topologia.

Um subconjunto 7' da topologia 7 é chamado base de abertos, ou base da
topologia, se para todo x € X e todo aberto U contendo z existe U’ € 7/ tal
que x € U’ € U. Dizemos que o espago topolégico admite base enumerdvel
de abertos se tal subconjunto 7' pode ser escolhido enumerdvel. Um conjunto
V C X é uma vizinhanca de um ponto z € X se existe algum aberto U tal que
x € U C V. Reciprocamente, um subconjunto de X é aberto se, e somente se,
ele é vizinhanca de cada um dos seus pontos. Uma familia v" de subconjuntos
de X é uma base de vizinhancas de um ponto x € X se para toda vizinhanca
V existe algum V’ € o' tal que x € V' C V. Dizemos que = admite base
enumerdvel de vizinhancas se v’ pode ser escolhida enumerdvel. Se o espaco
topoldgico admite base enumerdavel de abertos entao todo x € X admite alguma
base enumeravel de vizinhancgas de x, a saber, a familia dos elementos da base
enumeravel de abertos que contém x.

Definicao A.1.25. Seja (X, 7) um espago topoldgico e seja p uma medida na
o-dlgebra de Borel de X. O suporte da medida p é o conjunto supp u formado
pelos pontos = € X tais que p(V) > 0 para qualquer vizinhanga V' de z.

Segue imediatamente da definicao que o suporte de uma medida é um con-
junto fechado. No Exemplo A.1.24 acima, o suporte da medida p é a reta inteira,
apesar de que p(Q) = 1.

Proposigao A.1.26. Sejam X um espaco topolégico com base enumerdvel de
abertos e p uma medida nao nula em X. Entdo, o suporte supp p € nao vazio.

Demonstracdo. Se supp p € vazio, entao para cada ponto x € X podemos en-
contrar uma vizinhanga aberta V, tal que p(V,;) = 0. Seja {4; : j =1,2,...}
uma base enumeravel da topologia de X. Entao para cada x podemos escolher
i(x) € N tal que z € A;(;) C V,. Logo,

x=Uv=U 4

reX zeX
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¢ portanto
o0
p(X) =pu( | Aiw) < n(Ai) =0.
zeX =1
Isto é uma contradicao e, portanto, supp ¢ nao pode ser vazio. O

A.1.4 Aplicagoes mensuraveis

Aplicagoes mensurdveis tém um papel em Teoria da Medida andlogo ao das
aplicagoes continuas em Topologia: mensurabilidade corresponde a ideia de que
a aplicagao preserva a familia dos conjuntos mensuraveis, do mesmo modo que
continuidade significa que a familia dos subconjuntos abertos é preservada pela
aplicagao.

Definicao A.1.27. Dados espacos mensuraveis (X, B) e (Y,C), dizemos que
uma aplicacdo f : X — Y é mensurdvel se f~1(C) € B para todo C € C.

Em geral, o conjunto dos C' € C tais que f~1(C) € B é uma o-algebra. Logo,
para provar que f é mensuravel basta mostrar que f~1(Cy) € B para todo Cy
em algum familia de conjuntos Cy C C que gera a o-dlgebra C. Veja também o
Exercicio A.1.1.

Exemplo A.1.28. Uma funcao f : X — [—o00, 00| é mensurdvel se, e somente
se, o conjunto f~1((c,+00]) pertence a B para todo ¢ € R. Isto segue da ob-
servagao anterior, uma vez que os intervalos (¢, +00] geram a o-dlgebra de Borel
da reta estendida (lembre do Exemplo A.1.9). Em particular, se a fungao f toma
valores em (—oo, +00) entdo ela é mensurédvel se, e somente se, f~!((c,+o0))
pertence a B para todo ¢ € R.

Exemplo A.1.29. Se X é um espaco topolégico e B é a sua o-dlgebra de Borel,
entao toda funcgao continua f : X — R é mensuravel. De fato, continuidade sig-
nifica que a pré-imagem de qualquer aberto de R é um aberto de X e, portanto,
estd em B. Como os abertos geram a o-dlgebra de Borel de R, segue que a
pré-imagem de qualquer boreliano da reta também estd em B.

Exemplo A.1.30. Dado um conjunto B C X definimos a funcdo caracteristica
Xp: X — R de B por:

1, sex € B;
X — b b L.
B(x) { 0, caso contrario.

Observe que a fungao X'p é mensurdvel se, e somente se, B é um subconjunto
mensuréavel: de fato, X5'(A) € {#, B, X \ B, X} para qualquer A C R.

Entre as propriedades bésicas das fungoes mensuraveis temos:

Proposicao A.1.31. Sejam f,g: X — [—00,+00] fungdes mensurdveis e se-
jam a,b € R. Entdo também sdo mensurdveis as sequintes funcoes:

(af +bg)(x) = af(z) +bg(x) e (f-g)(x)=f(z)-g(x).
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Além disso, se fr, : X — [—00,4+00] € uma sequéncia de fungdes mensurdveis,
também sao mensurdveis as seguintes fungoes:

s(x) =sup{fn(z) :n>1} e i(z)=1inf{f,(x):n > 1},
f*(z) =limsup fn(x) e fi(x)=liminf f,(z).
Em particular, se f(x) =lim f,(z) existe entdo f é mensurdvel.

As combinagdes lineares de fungdes caracteristicas formam uma classe im-
portante de funcoes mensuraveis:

Definicao A.1.32. Dizemos que uma funcao s : X — R é simples se existem
constantes aq,...,a; € R e conjuntos mensuraveis Aq,...,Ar € B disjuntos
dois-a-dois tais que

k
s:ZaJ—XA]., (A.1.2)
j=1

onde X4 é a funcao caracteristica do conjunto A.

Note que toda funcao simples é mensurdvel. Na diregao reciproca, o préximo
resultado afirma que toda funcao mensuravel é limite de alguma sequéncia de
fungoes simples. Este fato serd muito 1til na préxima secao, quando definirmos
a integral de Lebesgue.

Proposicao A.1.33. Seja f : X — [—00, +00] uma fungdo mensurdvel. Entdo
existe uma sequéncia (S, )y de funcgoes simples tal que |sy(x)| < |f(x)| para todo
ne
lim s, () = f(z) para todo x € X.
n

Se f € limitada, a sequéncia pode ser escolhida tal que a convergéncia seja
uniforme. Se f € nao negativa, podemos tomar 0 < 57 < s9 <--- < f.

A demonstragao desta proposicao esta proposta ao leitor no Exercicio A.1.16.

A.1.5 Exercicios

A.1.1. Seja X um conjunto e (Y,C) um espago mensurdvel. Mostre que, dada
qualquer transformacgao f : X — Y, existe alguma o-algebra B em X tal que a
transformagao é mensuravel relativamente as o-dlgebras B e C.

A.1.2. Seja X um conjunto e considere a familia de subconjuntos
By ={A C X : A é finito ou A° é finito}.

Mostre que By é uma algebra e que By é uma o-algebra se, e somente se, o
conjunto X é finito. Mostre também que, em geral,

By = {A C X : A é finito ou enumerdvel ou A é finito ou enumerdvel}

é a o-algebra gerada pela algebra By.
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A.1.3. Prove a Proposicao A.1.5.

A.1.4. O objetivo deste exercicio é exibir um subconjunto da reta que nao
é boreliano. Seja @ um numero irracional qualquer. Defina em R a seguinte
relacdo: x ~ y < existem m,n € Z tais que x — y = m + na. Verifique que
~ é uma relacao de equivaléncia e toda classe de equivaléncia intersecta [0, 1).
Seja Ep um subconjunto de [0,1) contendo exatamente um elemento de cada
classe de equivaléncia (a existéncia de tal conjunto é consequéncia do axioma
da escolha). Mostre que Ey néao é boreliano.

A.1.5. Seja (X, B, 1) um espago de medida. Mostre que se Ap,As, ...estdo em
B entao

u(

J

4;) < ZM(AJ')~

nCe

A.1.6 (Lema de Borel-Cantelli). Seja (Ey), uma familia enumerdvel de con-
juntos mensurdveis. Seja F' o conjunto dos pontos que pertencem a FE, para
infinitos valores de n, ou seja, F' = limsup,, £, = N2, U2, E,. Mostre que se
Yo (Ey) < oo entao p(F) = 0.

A.1.7. Demonstre o Teorema A.1.14.

A.1.8. Seja A a cole¢ao dos subconjuntos de X = [0, 1] que se escrevem como
unifo finita de intervalos disjuntos. Verifique que A é uma &lgebra de subcon-
juntos de X. Seja mg : A — [0, 1] a funcdo definida nesta dlgebra por

mo(l1U---UIy) =L+ +|In],
onde |I;| representa o comprimento de I;. Mostre que mg é o-aditiva.

A.1.9. Seja B uma &lgebra de subconjuntos de X e seja p: B — [0, +00) uma
funcao finitamente aditiva com p(X) < oco. Mostre que u é o-aditiva se, e
somente se, vale qualquer uma das condigoes abaixo:

L lim,, p(An) = p(N52;A4;) para toda sequéncia Ay D --- D A; D -+ de
elementos de B;

2. limy, p(Ap) = p(U52,A;) para toda sequéncia Ay C -+ C A; C -+ de
elementos de B.

A.1.10. Mostre que ||p|| = |p|(X) define uma norma completa no espago veto-
rial das medidas com sinal finitas num espago mensurével (X, B).

A.1.11. Seja X ={1,...,d} um conjunto finito, munido da topologia discreta,
eseja M =XTondeZ=NouZ=7.

(a) Verifique que a igualdade (A.2.7) define uma distdncia em M e que a
topologia que ela define coincide com a topologia produto em M. Descreva
as bolas abertas e as bolas fechadas num ponto = € X7,
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(b) Mostre, sem usar o teorema de Tychonoff, que (M, d) é um espago com-
pacto.

(¢) Seja A a &lgebra gerada pelos cilindros elementares de M. Mostre que
toda funcao aditiva g : A — [0,1] com p(M) = 1 se estende a uma
medida (o-aditiva) de probabilidade na o-algebra boreliana de M.

A.1.12. Seja K C [0,1] o conjunto de Cantor, isto é, K = NS K, onde
Ky = [0,1] e cada K,, é o conjunto obtido quando retiramos de cada compo-
nente conexa C' de K,,_; o intervalo aberto cujo comprimento é um terco do
comprimento de C e cujo centro coincide com o centro de C. Mostre que K tem
medida de Lebesgue igual a zero.

A.1.13. Dado um conjunto E C R?, mostre que as seguintes condicdes sio
equivalentes:

(a) E é um subconjunto mensurédvel de Lebesgue.

(b) E estd no completamento da o-dlgebra de Borel relativamente & medida
de Lebesgue, ou seja, existem conjuntos borelianos By, By C R? tais que
B CEC By em(Bg\Bl) =0.

(¢) (Aproximagao por cima por abertos) Para todo € > 0 podemos encontrar
um aberto A com E C Aem*(A\ E) <e.

(d) (Aproximagéo por baixo por fechados) Para todo € > 0 podemos encontrar
um fechado F com F C Ee m*(E\ F) <e.

A.1.14. Prove a Proposicao A.1.31.

A.1.15. Seja g, : M — R, n > 1 uma sequéncia de fun¢des mensuraveis tais
que f(z) =37, gn(x) converge em todo ponto. Mostre que a soma f é uma
funcao mensuravel.

A.1.16. Prove a Proposigao A.1.33.

A.1.17. Seja f: X — X uma transformagao mensuravel e seja v uma medida
em X. Defina (f,v)(A) = v(f~1(A)). Mostre que f.v é uma medida e note que
ela é finita se, e somente se, v é finita.

A.1.18. Seja ws : [0,1] — [0,1] a fungdo que associa a cada nimero z € [0, 1]
a frequéncia superior de digitos iguais 5 na expansao de x na base 10. Isto é,
escrevendo = = 0,apaias . ..... com a; # 9 para infinitos valores de 1,

1
ws(x) = limsup E#{O <j<n-1:a; =5}

Prove que a fungao ws é mensuravel.
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A.2 Integracao em espacos de medida

Nesta secao definiremos a integral de Lebesgue de uma funcdo em relacdo a
uma medida. Ela generaliza a nogao de integral de Riemann que é normalmente
apresentada nos cursos de Célculo ou em cursos introdutérios de Anélise.

A motivagao para fazermos esta generalizagao é que a integral de Riemann
nao estd definida para muitas fungoes tuteis, por exemplo, para fungoes carac-
teristicas de conjuntos mensurdveis em geral (veja o Exemplo A.2.5 abaixo). J4
a integral de Lebesgue faz sentido em toda a classe das fungdes mensuraveis, a
qual, como vimos na Proposi¢ao A.1.31, é fechada para as principais operagoes
da Analise.

Ainda nesta segao, enunciaremos alguns resultados importantes sobre o com-
portamento da integral relativamente a passagem ao limite de sequéncias. Tam-
bém descreveremos a construcao de medidas produto, tanto para familias finitas
quanto para familias enumeraveis de medidas. Ao final, discutiremos os concei-
tos correlatos de continuidade absoluta e de derivacao de Lebesgue.

A.2.1 Integral de Lebesgue

Ao longo desta secao (X, B, i) serd sempre um espaco de medida. Vamos definir
a nocao de integral de Lebesgue por etapas. O primeiro passo trata da integral
de uma fungao simples:

Definicao A.2.1. Seja s = Zle a; X4, uma funcao simples. Entao a integral
de s em relagao a medida p é dada por:

/S dp = i%‘ﬂ(z‘ly‘)

E f4cil verificar que esta definigao é coerente: se duas combinagcoes lineares de
fungoes caracteristicas definem uma mesma fungao entao os valores das integrais
obtidos a partir das duas combinagoes coincidem (Exercicio A.2.1).

O préximo passo é definir integral de uma fungdo mensurdvel ndo negativa.
A ideia é definir a integral da fungao como sendo o limite das integrais de fungoes
simples que a aproximam, utilizando a Proposicao A.1.33:

Definicao A.2.2. Seja f : X — [0,00] uma fungdo mensurdvel ndo negativa.

Entao
/fdu: lim/sndu,
onde 51 < 59 <

< ... é uma sequéncia nao decrescente de funcoes simples tal que
lim, s,(z) = f(z) para todo x € X.

Nao é dificil verificar (Exercicio A.2.2) que esta definigdo é coerente: o valor
da integral nao depende da escolha da sequéncia de fung¢oes simples crescendo

para f.
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Agora, para estender a definicdo de integral a qualquer funcdo mensuravel,
observemos que dada uma fungéo f : X — [—o00, +00] sempre podemos escrever

f=f"—=f" com
fH(@) =max{f(x),0} e [~ (z)=max{—f(z),0}.

E claro que as funcoes fT e f~ sdo ndo negativas. Além disso, pela Proposi-
¢ao A.1.31, elas s@o mensuraveis se f é mensuravel.

Definicao A.2.3. Seja f: X — [—00, +00] uma fun¢ao mensurdvel. Entéo,

[ran=[rean- [ an

desde que pelo menos uma das integrais do lado direito seja finita (valem as
convengoes usuais (+00) —a = +00 e a — (+00) = —oo para todo a € R).

Defini¢ao A.2.4. Dizemos que uma funcao f : X — [—oo, +0o0] é integrdvel se
for mensuravel e a sua integral for um nimero real. Denotamos o conjunto das
funcgoes integraveis por £1(X, B, 1) ou, mais simplesmente, por £!().

Dada uma fungéo mensurdvel f : X — [—00,00] e um conjunto mensurdvel
FE definimos a integral de f sobre E por

/E fau= [ 1z dn

onde X'g é a fungao caracteristica do conjunto F.

Exemplo A.2.5. Considere X = [0, 1] munido da medida de Lebesgue m. Seja
f = Xp, onde B é o subconjunto dos nimeros racionais. Entdao m(B) = 0 e
portanto, usando a Definicao A.2.2, a integral de Lebesgue de f é igual a zero.
Por outro lado, um célculo direto mostra que toda soma de Riemann inferior de
f € igual a 0 mas toda soma de Riemann superior de f é igual a 1. Portanto,
a integral de Riemann de f nao estd definida. Outra forma de chegar a esta
mesma conclusao ¢ utilizando o fato conhecido de que a integral de Riemann da
funcédo caracteristica de um conjunto mensuravel esta definida se, e somente se,
a sua fronteira tem medida nula. Note que no caso presente a fronteira de B é
todo o [0, 1] e, portanto, tem medida positiva.

Exemplo A.2.6. Sejam z1,...,2, € X €p1,...,Pm > 0compi+---+p, = 1.
Consideremos a medida de probabilidade y definida em 2% por

m
w= Zpiém onde J,, é a medida delta de Dirac em z;.
i=1

Em outras palavras u(A) = >, 4 pi para todo subconjunto A de X. Entao,
para qualquer funcao f: X — [—o0, +00],

/fdu = ipif(:m)-
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Proposigao A.2.7. O conjunto L'(11) das funcdes reais integrdveis é um espaco
vetorial real. Além disso, a aplicagdo I : L'(p) — R dada por I(f) = [ fdu €
um funcional linear positivo, ou seja:

(1) [af +bgdp=a [ fdu+b[gdu e
(2) [ fdu> [gdu se f(x) > g(z) para todo x.

Em particular, | [ fdu| < [|f|dp se|f] € LY (). Além disso, |f| € L' (n) se, e
somente se, f € L1(p).

A nogao de integral pode ser estendida a uma classe ainda mais ampla de
fungoes, de duas maneiras diferentes. Por um lado, podemos considerar fungoes
mensuraveis complexas f : X — C. Nesse caso, dizemos que f é integravel se, e
somente se, a parte real o f e a parte imaginaria Sf forem integraveis. Entao,

por definicao,
/fduz/?)‘ﬁfdu+i/‘5fdu.

Por outro lado, podemos considerar fungoes que nao sao necessariamente men-
suraveis mas que coincidem com alguma fungao mensuravel num subconjunto
do dominio com medida total. Para explicar isto precisamos da seguinte nogao,
que serd utilizada frequentemente ao longo do texto:

Definicao A.2.8. Dizemos que uma propriedade é valida em p-quase todo
ponto se é valida em todo o X exceto, possivelmente, num conjunto de medida
nula.

Por exemplo, dizemos que uma sequéncia de fungoes (f,), converge para
uma fungao em p-quase todo ponto se existe um conjunto mensuravel N com
w(N) = 0 tal que f(z) = lim, f,(x) para todo x € X \ N. Analogamente,
dizemos que duas fungdes f e g s@o iguais em p-quase todo ponto se existe um
conjunto mensurdvel N com p(N) = 0 tal que f(z) = g(z) para todo x € X\ N.
Neste caso, supondo que as funcoes sejam integraveis, as suas integrais coincidem

/fd,u = /gdu se f = g em p-quase todo ponto.

Esta observagao permite definir integral para qualquer funcao f, possivelmente
nao mensuravel, que é igual em p-quase todo ponto a uma fungado mensuravel
g: basta tomar [ fdu = [ gdp.

Vamos encerrar esta secao observando que a nogao de integral também pode
ser estendida para medidas com sinal e para medidas complexas, do seguinte
modo. Dada uma medida com sinal u, considere a respectiva decomposicao de
Hahn g = p* — p~. Dizemos que uma funcao ¢ é integravel para p se ela é
integrdvel para um e para p~. Entdo definimos:

/(bdu:/(bdu*—/qbdu‘-
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De modo similar, dada uma medida complexa g, dizemos que uma funcao ¢ é
integravel para u se ela é integravel para a parte real Ru e a parte imagindaria
S e, nesse caso, definimos

/¢du:/¢d§ﬁu+i/¢d$u.

A.2.2 Teoremas de convergéncia

Nesta se¢ao mencionamos trés resultados muito importantes para o estudo da
convergéncia de fungoes sob o sinal de integral. O primeiro deles lida com
sequéncias monétonas de funcgoes:

Teorema A.2.9 (Convergéncia mondtona). Seja f, : X — [—o0,+00] uma
sequéncia nao-decrescente de funcdes mensurdveis nao negativas e seja f : X —
[—00,+00] a fungdo definida por f(x) =lim, f,(x). Entao

lirrln/fnd,u:/f(x)du.

O préximo resultado vale para sequéncias mais gerais, nao necessariamente
mondtonas:

Teorema A.2.10 (Lema de Fatou). Seja f, : X — [0,+00] uma sequéncia
de fungoes mensurdveis nao negativas. Entao, a funcdo f : X — [—o0, +00]
definida por f(x) = liminf, f,(z) é integrdvel e vale

/lim inf f,,(z)dp < lim inf/fn du.

O mais poderoso dos resultados nesta secao é o teorema da convergéncia
dominada, que garante que podemos tomar o limite sob o sinal da integral
sempre que a sequéncia de fungoes é majorada por alguma funcao integravel:

Teorema A.2.11 (Convergéncia dominada). Seja f, : X — R uma sequéncia
de funcoes mensurdveis e suponha que existe uma funcdo integrdvel g tal que
|fn(x)] < |g(x)] para p-quase todo x em X. Suponha também que a sequéncia
(fn)n converge em p-quase todo ponto para uma fungao f: X — R. Entdo f €

integravel e vale:
1im/fndu=/fdu-
n

A.2.3 Produto de medidas

Sejam (X;, Aj,p;), j = 1,...,n espacos de medida finita, isto é, tais que
1i(X;) < oc. E possivel tornar o produto cartesiano X; x --- x X,, um espago
de medida, da seguinte forma. Considere em X; X --- x X, a o-dlgebra gerada
pela familia de todos os conjuntos da forma A; x --- x A, com A; € A;. Ela ¢
chamada o-dlgebra produto e é representada por A; ® - - ® A,.
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Teorema A.2.12. Eziste uma tinica medida pp em (X1 x---x X, A1 ®- - Q@A)
tal que p(Ay X -+ X Ap) = p1(A1) - pn(Ay) para todo Ay € Ay, ..., A, € A,.
Em particular, p € uma medida finita.

A demonstragdo deste resultado (veja o Teorema 35.B do livro de Hal-
mos [Hal50]) combina o teorema da extenséo (Teorema A.1.13) com o teorema
da convergéncia mondtona (Teorema A.2.9). A medida p no enunciado é repre-
sentada por p1 X - -+ X u, e é chamada produto das medidas p1, ..., tn,. Desta
forma, fica definido o espaco de medida produto

(X1 % oo X Xy Ay @+ @ Ay iy X -+ X i),

O Teorema A.2.12 permanece valido quando as medidas p; sao apenas o-finitas,
exceto que neste caso a medida produto p é apenas o-finita.

Agora vamos descrever a construcao do produto de uma familia enumerdvel
de espagos de medida. Na verdade, para isso nos restringiremos ao caso de
probabilidades. Sejam (X, B;, 11;), j € T espacos de medida com pu;(X;) =1
para todo j € Z. O conjunto de indices tanto pode ser Z = N como Z = Z.
Consideremos o produto cartesiano

S =[] % ={(@)jez : 2; € X;}. (A.2.1)
JjET

Chamamos cilindros de ¥ os subconjuntos da forma
m; Ap,y .., An) = {(2j)jez 1 25 € Aj param < j < n} (A.2.2)

onde meZen>meA; €B; param < j <n. Note que o préprio X é um
cilindro, por exemplo, X = [1; X;]|. Por defini¢do, a o-dlgebra produto em ¥ é
a o-algebra B gerada pela familia de todos os cilindros. A familia 4 das unices
finitas de cilindros disjuntos dois-a-dois é uma &algebra e ela gera a o-algebra B.

Teorema A.2.13. Existe uma dnica medida p em (X, B) tal que

w([m; Ay ooy Anl) = i (Am) -+ - in (4) (A.2.3)
para qualquer cilindro [m; Ap,, ..., Ay]. Em particular, p é uma probabilidade.

A prova deste teorema (veja o Teorema 38.B do livro de Halmos [Hal50])
usa o teorema de extensdo (Teorema A.1.13) e o teorema da continuidade no
vazio (Teorema A.1.14). A probabilidade p é chamada medida produto e é
representada por || ez M- O espaco de probabilidade (X, B, 1) construido desta
forma é denominado espaco produto dos espacos (X;, Bj, 115), j € L.

Um caso particular importante é quando os espacos (X;, B;, 14;) sdo todos
iguais a um dado (X,C,v). Estes espagos podem ser usados para modelar
sequéncias de experimentos aleatérios idénticos em que o resultado de cada
experimento é independente dos demais. Supoe-se que cada experimento toma
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valores no conjunto X, com distribuicao de probabilidade igual a v. Neste con-
texto, a medida p = v? costuma ser chamada medida de Bernoulli definida por
v. A propriedade (A.2.3) corresponde a igualdade

n

w([m; A, .5 Ay)) = H v(4;), (A.2.4)

j=m

a qual pode ser lida nos seguintes termos: a probabilidade de todo evento com-
posto {x,, € Ap,...,x, € A,} é igual ao produto das probabilidades dos
eventos individuais x; € A;. Portanto, (A.2.4) traduz realmente a ideia de que
0s sucessivos experimentos sao independentes.

Temos interesse especial no caso em que X é um conjunto finito, munido da
o-dlgebra C = 2%, formada por todos os subconjuntos de X. Neste caso, é 1til
considerar os cilindros elementares

(M am, ... a0 ={(xj)jez € X : Ty = @y ..., T, = An}, (A.2.5)

correspondentes a conjuntos A; formados por um tunico ponto a;. Observe
que todo cilindro é uma unido finita de cilindros elementares disjuntos dois-a-
dois. Portanto, a o-algebra gerada pelos cilindros elementares coincide com a
o-algebra gerada por todos os cilindros, e 0 mesmo vale para a algebra gerada.
Além disso, a relagao (A.2.4) pode ser escrita

u([m; am, - an]) = pa,, " +Pa, ondep, =v({a}) paraa€ X.  (A.2.6)

Considere o conjunto finito X munido da topologia discreta. A topologia
produto em ¥ = X7 coincide com a topologia gerada pelos cilindros elementares.
Além disso (veja o Exercicio A.1.11), ela coincide com a topologia associada a
distancia definida por

d((z:)iez, (yi)iez) = O, (A.2.7)

onde 6 € (0,1) estd fixado e N = N((2;)icz, (¥i)icz) > 0 é o maior nimero
inteiro tal que x; = y; para todo ¢ € Z com |i| < N.

A.2.4 Derivagao de medidas

Seja m a medida de Lebesgue em R?. Dado um subconjunto mensurdvel A
de RY, dizemos que um ponto a € R? é um ponto de densidade de A se este
conjunto preenche a maior parte de qualquer pequena vizinhanca de a, isto é,

m(B(a,0) N A)
— - =1. A28
550 m(B(a,0)) (4.2.8)
Teorema A.2.14. Seja A um subconjunto mensurdvel de R? com medida de

Lebesque m(A) maior que zero. Entdo m-quase todo ponto a € A é ponto de
densidade de A.
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No Exercicio A.2.11 sugerimos uma demonstracao deste resultado. Ele pode
também ser obtido como consequéncia direta do teorema que vamos enunciar
a seguir. Dizemos que uma funcio f : R? — R é localmente integrdvel se o
produto fXy é integravel para todo compacto K C R<.

Teorema A.2.15 (Derivacio de Lebesgue). Seja X = R?, B a o-dlgebra de
Borel e m a medida de Lebesgue em R%. Seja f : X — R uma fun¢do localmente
integravel. Entdo

1
lim 7/ |f(y) — f(z)|[dm =0 em m-quase todo ponto.
r—0 m(B(Iv T)) B(z,r)

Em particular,

1

lim 7/ f(y)dm = f(x) em m-quase todo o ponto.
P (B Sy =)

O ingrediente fundamental na demonstracao destes resultados é o seguinte
fato geométrico:

Teorema A.2.16 (Lema de Vitali). Seja m a medida de Lebesque em RY e
suponha que para cada x € RY ¢ dada uma sequéncia (B, (z)), de bolas centradas
em = com raio convergindo para zero. Seja A C R um conjunto mensurdvel
com m(A) > 0. Entdo, para cada € > 0 existem sequéncias (z;); em R? e (n;);
em N tais que

1. as bolas By, (x;) sio disjuntas duas-a-duas;
2. m(U; By, (x;) \ A) <e em(A\ U; By, (z;)) =0.

O teorema ainda é vélido se, no lugar de bolas, tomarmos para (By(z))n
qualquer sequéncia de conjuntos satisfazendo N, B, (z) = {z} e

sup sup{d(z,y) : y € Bn(2)}
en inf{d(x,z2): 2z ¢ By(z)}

O conjunto das medidas definidas num mesmo espago mensuravel possui a
seguinte relacao de ordem parcial:

Definicao A.2.17. Sejam p e v duas medidas num mesmo espago mensuravel
(X, B).

Dizemos que v é absolutamente continua em relacao a p se todo conjunto
mensuravel E que satisfaz p(E) = 0 também satisfaz v(E) = 0. Nesse caso
escrevemos v << L.

Dizemos que p e v sao equivalentes, e escrevemos p ~ v, se cada uma delas for
absolutamente continua em relacao a outra. Em outras palavras, duas medidas
sao equivalentes se elas tém os mesmos conjuntos com medida nula.

Outro resultado importante, conhecido por teorema de Radon-Nikodym,
afirma que se v < u entao a medida v pode ser vista como o produto de u
por uma certa funcao mensuravel p:
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Teorema A.2.18 (Radon-Nikodym). Se p e v sdo medidas finitas tais que
v < p entdo existe uma fungdo mensurdvel p : X — [0, +00] tal que v = pp, ou
seja, tal que

/¢dV = /qbp dp  para toda funcao mensurdvel limitada ¢ : X — R.

(A.2.9)
Em particular, v(E) = prdu para todo conjunto mensurdvel E C X. Além
disso, p € essencialmente Unica: duas quaisquer funcgoes que satisfazem (A.2.9)
sao tguais em p-quase todo ponto.

Chamamos p de densidade, ou derivada de Radon-Nikodym, de v relativa-
mente a {4 e escrevemos
_dv
p= du
Definicao A.2.19. Sejam p e v duas medidas num espaco mensuravel (X, B).
Dizemos que p e v sao mutuamente singulares se existem conjuntos mensuraveis
disjuntos A e B tais que AUB = X e u(A) = 0 e v(B) = 0. Nesse caso
escrevemos (L v.

O teorema de decomposicdo de Lebesgue afirma que, dadas duas medidas
finitas pu e v, podemos escrever v = v, + v5 onde v, e vs sdo medidas finitas
tais que v, < p e vs L pu. Combinando este resultado com o teorema de
Radon-Nikodym, obtemos:

Teorema A.2.20 (Decomposigdo de Lebesgue). Dadas medidas finitas e v,
existe uma fungdo mensurdvel p : X — [0,400] e existe uma medida finita n
satisfazendo v =pu+n en L u.

A.2.5 Exercicios

A.2.1. Prove que a integral de uma fungao simples estd bem definida: se duas
combinagoes lineares de fungoes caracteristicas definem uma mesma fungao,
entao os valores das integrais obtidos a partir das duas combinagoes coincidem.

A.2.2. Mostre que se (1), € (8p)n s80 sequéncias ndo decrescentes de fungoes
simples nao negativas convergindo em p-quase todo ponto para uma mesma
fungao f: M — [0, 400) entao lim, [ r, dp = lim,, [ s, dp.

A.2.3. Prove a Proposicao A.2.7.

A.2.4. (Desigualdade de Tchebysheff-Markov) Seja f : M — R uma fungao
nao-negativa integravel com respeito a uma medida finita u. Entao, dado qual-
quer ntmero real a > 0,

paed: o)z a) < ¢ [ rau

Em particular, se [|f|du =0, entao p({z € M : f(z) #0}) =0.
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A.2.5. Seja f uma funcao integravel. Mostre que para todo € > 0 existe § > 0
tal que | [, f du| < e para todo conjunto mensuravel E com pu(E) < 6.

A.2.6. Sejam vq,...,9¥N : M — R fungdes mensurdveis limitadas num espago
de probabilidade (M, B, ). Mostre que para todo & > 0 existem z1,...,zs € M
e numeros positivos aq, ..., a, tais que 25:1 aj=1e

|/¢idu72ajwi(:rj)| <e paratodoi=1,...,N.

Jj=1

A.2.7. Prove o teorema da convergéncia dominada (Teorema A.2.11) a partir
do lema de Fatou (Teorema A.2.10).

A.2.8. Um conjunto F de fung¢ées mensuraveis f : M — R diz-se uniforme-
mente integrdvel com respeito a uma probabilidade p se para todo o > 0 existe
C > 0 tal que f{|f|>C} |f]dp < « para todo f € F. Mostre que

(a) F é uniformemente integrdvel com respeito a u se, e somente se, existe
L > 0 e para todo € > 0 existe § > 0 tal que [ |f|du < Le [,|fldu<e
para todo f € F e todo conjunto mensurdvel A com p(A) < 4.

(b) Se existe alguma fungao g integravel com respeito a u tal que |f| < |g| para
todo f € F (dizemos que F é dominado por g) entao F ¢é uniformemente
integravel com respeito a pu.

(c) Se F é uniformemente integrdvel com respeito a p entao lim,, [ f, du =
Jlim f,, dp para qualquer sequeéncia (f,), em F convergindo em p-quase
todo ponto.

A.2.9. Mostre que a é um ponto de densidade de um conjunto A C R? se, e
somente se,

m(BNA)

lim inf{ m(B)

lim : B bola contida em B(a,d) e contendo a} =1. (A.2.10)
5

A.2.10. Seja P,, n > 1 uma sequéncia de particoes enumeraveis de R? em
subconjuntos mensurdveis. Suponha que o didmetro diamP,, = sup{diam P :
P € P,} converge para zero quando n — oo. Mostre que, dado qualquer con-
junto mensuravel A C R? com medida de Lebesgue positiva, é possivel escolher
conjuntos P, € P,, n > 1 de tal forma que m(A N P,)/m(P,) — 1 quando
n — 0o.

A.2.11. Prove o Teorema A.2.14.

A.2.12. Seja w1, 2 € M e p1, p2, q1, 2 > 0 com p1 +p2 = q1 +q2 = 1.
Considere as medidas de probabilidade p e v dadas por

T, €A ;€A

ou seja, (b = P10y, + P20z, € V = q10z, + q20z,. Mostre que v K pe p <L v e
calcule as respectivas derivadas de Radon-Nikodym.
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A.2.13. Construa uma probabilidade p absolutamente continua com respeito a
medida de Lebesgue m em [0, 1] tal que existe um conjunto mensurdvel K C [0, 1]
com medida p(K) = 0 mas m(K) = 1/2. Em particular, m ndo é absolutamente
continua com respeito a pu. Poderfamos pedir que m(K) = 17

A.2.14. Suponha que f : X — X é tal que existe uma cobertura enumeravel de
M por conjuntos mensuraveis B,,, n > 1, tais que a restricao de f a cada B,, é
uma bijecao sobre a imagem, com inversa mensurdvel. Seja 77 uma probabilidade
nem M tal que A C B, e n(A) = 0 implica n(f(A)) = 0. Mostre que existe
uma funcao J, : X — [0, +o0] tal que

/f(Bn)wdnz /Bn(wof)Jn dn

para toda funcdo mensurdvel limitada 9 : X — R e todo n. Além disso, J, ¢
essencialmente tnica.

A.2.15. Seja p = puT — p~ a decomposigao de Hahn de uma medida finita com
sinal . Mostre que existem fungdes p* e 7F tais que put = ptlu| = 7T e
p~ = p|p| = 77 p. Que fungdes sdo estas?

A.2.16. Seja (fn)n € (Vn)n duas sequéncias de medidas tais que = >, un, €
v =, vy sao medidas finitas. Escreva fi, = Y .| ft; € Uy, = Y . V4. Mostre
que se fi, < U, para todo n entdo p < v e

d djiy,
W _ lim H

dv n diy,

em v-quase todo ponto.
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